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Sammendrag Uke 12 (Interpolasjon, regresjon og
markovkjeder)

Minste kvadraters metode

La A vaere en m x n-matrise. Vi husker fra tidligere at Ax = b har
Igsning bare nér b ligger i kolonnerommet til A. Hvis ikke, s3 gnsker vi &
finne en omtrentlig Igsning (som er naermest mulig en faktisk Igsning).

S& hvis b ¢ Col(A), s& vil vi finne en vektor X slik at [|AX — b|| er s liten
som mulig.

Dette oppnar vi ndr AX = Projc,(a)(b), eller med andre ord nér
(AR — b) € (Col(A))* = Null(AT).

Altsd m3
AT(A% — b) =0,

eller
ATA% = ATh.
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Sammendrag Uke 12
Interpolasjon og regresjon
Hvis vi har m + 1 punkter (x;, y;) i R?, der x;-ene er ulike kan vi alltid
finne et (unikt!) polynom

p(x) = amx™ + am_1X" L4 4 ax® 4 a1x + ag

der p(x;) = y; for alle  hvor 1 </ < m+1.
Regresjon

Dersom vi for eksempel har tre eller flere punkter kan vi ikke
ngdvendigvis finne en rett linje som gér gjennom alle punktene (med
mindre punktene tilfeldigvis ligger p& en rett linje). Da kan vi bruke
minste kvadraters metode til & finne en linje

p(x)=ax+b

som passer best mulig.
Eller mer generelt et m-tegradspolynom som passer best mulig hvis vi har

mer enn m + 1 punkter.
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Sammendrag Uke 12

Eksempel: Vi skal finne polynomer som passer til punktene (0, 1),
(1a 71)' (2a 2)' (37 1)

Lgsning: Det finnes et unikt tredjegradspolynom som gér gjennom alle
punk- tene. Sett opp et ligningssystem for koeffisientene til dette poly-
nomet, og finn koeffisientene. Da

p(x)=ax® +bx* + cx + d

skal ga gjennom alle disse punktene, far vi fglgende ligningssystem:

p(0 d=1

(0) 0 0 0 1f |a 1
p(l)=a+b+c+d=-1  acp |1 1 1 1| [b| _|-1
p(2)=8a+4b+2c+d=2 8 4 2 1| |c| |2
p(3) =27a+9b+3c+d=1 2r 9 3 1) |d 1

Ved bruk av Gausseliminasjon finner vi x = [-3/2,7,-15/2,1]T
1
p(x) = fgx3 +7x% — ;X +1
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Sammendrag Uke 12
Eksempel: Bruk minste kvadraters metode til & finne andregradspolynom
som passer best til punktene (0,1), (1,-1), (2,2), (3,1).

Lgsning: Vi gnsker & finne et polynom p(x) = ax? + bx + ¢ som best
passer punktene.
Systemet er:

0)=c=1

p 001 1
p(l)=a+b+c=-1 a-p |1 1 1 Z -1
p(2) =4a+2b+c=2 4 2 11|, T2
p(3)=9a+3b+c=1 9 31 1
Normal-ligninger: ATAx = ATh
98 36 14 16
ATA=136 14 6|, A'h=|6
14 6 4 3

Lgsning: x = [0.25, —0.45,0.55]"
p(x) = 0.25x* — 0.45x + 0.55
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Sammendrag Uke 12

Markovkjeder

En vektor v € R” kalles en sannsynlighetsvektor dersom alle koordinatene
er stgrre enn eller lik 0 og summen av koordinatene er lik 1.

En n x n-matrise M hvor alle kolonnene er sannsynlighetsvektorer kalles
en stokastisk matrise. Hvis M er en stokastisk matrise og xg en sannsyn-
lighetsvektor, s8 er fglgen {x; = M'xp}i>0 en Markovkjede.

En egenvektor for M som hgrer til egenverdien 1, og som i tillegg er en
sannsynlighetsvektor, kalles en likevektsvektor. En likevektsvektor g har
egenskapen at

Mg = q.

En stokastisk matrise M er regulaer dersom det finnes et heltall k > 1 slik
at alle elementene i M* er stgrre enn null.
Dersom M er reguleer vil likevektsvektoren vaere unik.
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Sammendrag Uke 12

Eksempel: a) Finn likevektsvektoren til den stokastiske matrisen

05 02 03
M= {03 08 03
02 0 04

b) Finne limy_,oo M¥xo for xo = [0.5,0.4,0.1]T.
Lgsning: a) Merk at M er reguleer. Egenvektor til egenverdi A =1 er

3 0.3
6 = gqg= (06 = Mqg=q.
1 0.1

b) M har fglgende diagonalisering M = SDS—*:

-1 05 3 02 0 0 -1/2 1/6 1/2
S=|0 -15 6|,D=|0 05 0|,St=|2/5 —4/15 2/5
1 11 0 0 1 1/10 1/10 1/10
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Sammendrag Uke 12

Startvektor: _
0.5

X0 = 0.4
0.1

M har egenverdier 0.2, 0.5, 1 og tilhgrend egenvektorer:

-1 [ 0.5 3
uy = 0 , Uy = -0.2 s usz = 6
1 1 1

Da u, up, us3 er basisen i R3, finnes ¢ = [c1, &, c3]T (S~ 1x = ¢) slik at

Xop = Clu1 + CUur + c3uz = MkXO = c1(0.2)ku1 + C2(0.5)ku2 + c3u3

3
k|i_>mooMkX0:C3U3:1—O f:f =gq
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Sammendrag System av differensialligninger

o En vektorfunksjon y : R — R”, t > y(t) = [y1(t), y2(t), .-, ya(t)]" er
en kurve i R". Vektorfunksjoner utgjgr et R-vektorrom.

e Den deriverte av en vektorfunksjon y : R — R" er lik vektorfunksjonen

gitt ved & derivere hver komponent y'(t) = [y;(t), y5(t),...,y.(t)]".

o Et fgrsteordens linezert og homogent system av differensialligninger med
konstante koeffisienter er et sett med n ligninger og n ukjente funksjoner

yi(t) =320 ayy(t) yi(t) air -+ awm| |y(t)
. y'=Ay . ) ) .

Yi(E) = S0 anyi(0) @] lam o am) La(0)

e Lgsningene til y’ = Ay utgjgr et vektorrom. Dersom y; og y» er lgs-
ninger av systemet, sd er c1y; + cay» en lgsning for alle reelle tall ¢; og c.

e La A vare en diagonaliserbar n x n-matrise. Hvis vq, ..., v, er n line-
®rt uavhengige egenvektorer med tilhgrende egenverdier \1,..., A,, s er
{vieMt ... v,e’t}, en basis for Igsningsrommet til y’ = Ay. Med andre

ord en generell Igsning av y’ = Ay er 7| civieMt
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Sammendrag System av differensialligninger

Vektorfelt: Vi tenker p& Ax som en pil med x som startpunkt

/
X

En Igsning y av y’ = Ay er en kurve som tilfredstiller at den deriverte i et
tidspunkt to er gitt som y’(to) = Ay(to). Den deriverte er — med andre
ord — pilen i y(to) fra vektorfeltet assosiert med A.

y(to) Ay(to)
/i
Pilen Ay(to) er den deriverte til y i t =ty

Derfor tangerer pilene Igsningskurvene.
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Sammendrag System av differensialligninger

2 1
med noen kurver som tangerer pilene i vektorfeltet til A for & f3 et
fasediagram (rgdt):

. . . 1 2
Her er en skisse av vektorfeltet assosiert til systemet med A = }
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Sammendrag System av differensialligninger
e Et initialverdiproblem er et system sammen med en initialbetingelse
y(to) = yo hvor ty er et reelt tall og yo er en vektor i R".
e Et initialverdiproblem y’ = Ay, y(to) = yo har en entydig/unik Igsning.
Todimensjonale system
1. to forskjellige relle rgtter (A er reelt diagonaliserbar);
2. to komplekse rgtter, men ingen reelle rgtter;
3. én reell rot.

e Anta at a + if3, § # 0, er en kompleks egenverdi til A og la v vaere en
tilhgrende kompleks egenvektor. Sa danner y;(t) = e**(Re(v) cos(ft) -
Im(v)sin(Bt)) og y2(t) = e**(Re(v)sin(Bt) + Im(v) cos(Bt)) en basis
for det reelle lgsningsrommet til y’ = Ay

e La A vare en reell 2 x 2-matrise med reell egenverdi A\ med algebraisk
multiplisitet 2. La v vaere en egenvektor til A, og la w vaere en vektor
som oppfyller (A — A)w = v. Da er Igsningene til systemet y’ = Ay p3
formen y(t) = cie*v + e (tv + w).
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Sammendrag System av differensialligninger

Inhomogene system

e Lgsningene til homogen ligning: Ax = 0 er et vektorrom, nemlig
nullrommet til A, eller kjernen til linezrtransformasjonen T(x) = Ax.

e Lgsningene til inhomogen ligning: Ax = b(# 0) er ikke et vektorrom.
Alle Igsninger pd Ax = b er pa formen x;, + x, hvor x;, er en vilkarlig

vektor i nullrommet til A og x, er en spesifikk Igsning av Ax = b.

y

Igsninger av Ax = b

NullA Xp
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Oppgaver System av differensialligninger

Merk at
T(y(t)) = y'(t) — Ay(t)

er en linezrtransformasjon ettersom derivasjon og matrisemultiplikasjon
er linexre operasjoner. Kjernen til denne lineaertransformasjonen er
ngyaktig lgsningene av systemet y’ = Ay. Derfor blir det korrekt 3 kalle
denne ligningen homogen.

Den inhomogene ligningen svarer til 3 legge til en vektor b = f(t) p&
hgyre side:

Eller ekvivalent:
y'(t) = Ay(t) + f(1)

| R" | vektorfunksjoner
homogen Ax =0 | y'(t) = Ay(t)
inhomogen | Ax = b | y/(t) = Ay(t) + f(t)
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Oppgaver System av differensialligninger

En spesifikk Igsning av

y'(t) = Ay(t) + £(t)

kalles en partikulaer Igsning. En beskrivelse av alle Igsninger kalles fortsatt
en generell Igsning.

o Hvis y,(t) er en partikuleer Igsning av inhomogen ligningen
y'(t) = Ay(t) + £(t),
sd er en generell lgsning gitt av

y(t) = yn(t) + yp(t),

hvor y,(t) er en generell Igsning av den tilhgrende homogene ligningen.
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Oppgaver System av differensialligninger

Al) Finn generell Igsning av x'(t) = Ax(t) nér

a=[3 3]

A2) Gjgr en variabelendring som dekoblerer likningen x' = Ax.

Skriv likningen
x(t) = Py(t)

og vis utregningen som fgrer til det ukoblede systemet
y' = Dy,

og spesifiser P og D.
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Oppgaver System av differensialligninger

Losning Al):

det(A— ) = \? — 10\ + 24
=(A—4)(\—6)=0.

Egenverdier: 4 og 6.
(5 3]+ )=l
R - A

S& x; = (1/3)x2 med x, fri. Sett x, =3 og v; = B] .

For \ = 4:

TMA4115 Matematikk 3 — Uke 13 — V2025 17



Oppgaver System av differensialligninger
1 -10 [1 -10
3 3070 0 0

S8 x; = xo med x» fri. Sett xo =1 og v, = [ﬂ .

For A = 6:

For initialbetingelsen x(0) = B] finn ¢ og  slik at c;vi + cave = x(0):
11 3 1 0 -1/2
[ v x(O)] = {3 1 2} ~ [o 1 7/2 } '
Altsd er g = —1/2, o =7/2, og

x(t) = —% H et +g H et
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Oppgaver System av differensialligninger

Losning A2): A= E 31}, med egenvektorer v; = E} og o = [ﬂ

som tilsvarer egenverdiene 4 og 6 henholdsvis.

For & dekoble ligningen x’ = Ax, sett
11
P = [Vl V2] = |:3 1:|

og la

slik at
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Oppgaver System av differensialligninger
Ved § sette x(t) = Py(t) inn i x’ = Ax far vi:

%(Py) — A(Py) = PDP~Y(Py) = PDy.

Siden P har konstante elementer, gjelder det at

G =p(5).

slik at venstresiden kan skrives som
d
P —y | = PDy.
(dty> g
Ved & venstremultiplisere med P~ far vi:
! 4 0 (1)
'—D , eller |:y1(t):| — |: :| [)/1 :| )
et ()] ~ [0 6] [ya(t)
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Oppgaver System av differensialligninger
B) Finn generell Igsning av y’ = Ay nér

-6 —11 16
A=|2 5 —4
-4 -5 10

Losning B): Vi finner fgrst egenverdiene ved § finne rgttene til det karak-
teristiske polynomet det(A/ — A), dvs. Igse ligningen det(\ — A) = 0.

A+6 11 —16
A—=5 4
det -2 A-5 4 —()\+6)-det([ 5 )\10})

4 5 A—10
-2 4
(2, %))

+(—16).o|et(h2 Afb

=X3—0)\%24+26)\—24=0.
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Oppgaver System av differensialligninger

A1 = 2 er en Igsning av ligningen (og dermed en egenverdi). Dermed m3
(A = 2) veere en faktor i det(A/ — A). Polynomdivisjon gir

(A3 —0XN2 £ 260\ —24) : (A —2) = A2 —7TA+12.
Vi finner nullpunktene til A2 — 7\ + 12 ved hjelp av abc-formelen:

7 (P412)  T+1

A 2 2

Dermed er de to siste egenverdiene

7-1 7T+1

Vi finner s& egenvektorene p3 vanlig méte, ved 3 lgse ligningen
(M —Ax=0

for hver verdi av \.
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Oppgaver System av differensialligninger

A1 = 2 gir et system med totalmatrise

8§ 11 -16|0 2 3 410
-2 -3 4 |0|~]0 1 0]O
4 5 -8 |0 00 01O

Sa lgsningen er

2
x=s5-10
1
og en passende egenvektor er
2
Vi = 0
1
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Oppgaver System av differensialligninger

A2 = 3 gir et system med totalmatrise

9 11 -16|0 1 0 -3|0
-2 -2 4 |0|~]0 1 1]O0
4 5 7|0 00 01O

Sa lgsningen er

3
x=s5-|-1
1
og en passende egenvektor er
3
Vo = -1
1
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Oppgaver System av differensialligninger

A3 = 4 gir et system med totalmatrise

10 11 -161|0 21 —410
-2 -1 4 [0~ |0 3 210
4 5 —610 00 01O

Sa lgsningen er

[ 7/3
x=s-|-2/3
1

For & unngd brgker lar vi s = 3 og sier at en passende egenvektor er

V3 = -2
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Oppgaver System av differensialligninger

Dermed er en generell Igsning gitt ved

3 7

2
y(t)=c |0| e+ | -1| ¥ + 5 | -2| e*.
1

1 3
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Oppgaver System av differensialligninger

C1) Finn en basis for Igsningsrommet til y’ = By og bestem generell
Igsning nar

3 -1 2
B=13 -1 6
-2 2 =2

C2) Vis at systemet y’ = By med en gitt initialverdi y(0) = yo har en
entydig Igsning. Du kan anta at Igsningsrommet er tredimensjonalt.

Losning C1): En generell Igsning til systemet y’ = By nar B er en
n X n-matrise er pd formen

y(t) = ClvleAlt + -+ CnVne)\nta
der \;-ene er egenverdiene til B og v;-ene er tilhgrende egenvektorer.
En basis for Igsningsrommet er vektorene

At Ant
5 .

vie N 1
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Oppgaver System av differensialligninger

Vi finner egenverdier ved 3 finne rgttene til det karakteristiske polynomet
til B, altsa Igse ligningen det(B — Al) = 0. Egenvektor(er) tilhgrende
egenverdi \; finner vi ved & Igse (B — \;l)v = 0.

Under gir vi lgsningen p& hver deloppgave.

1 -2 1
y=c [1]| 4+ | 0| ¥+ |3 |e™
0 1 -2

Losning C2): Vi har sett at den generelle Igsningen er

1 —2 1
y=c |1| ¥+ |0 | e+ |3 |e .
0 1 -2
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Oppgaver System av differensialligninger

Det gjenstar kun & bestemme koeffisientene fra initialverdiene:

1 -2 1
al|ll+c| 0| +ca| 3| =y
0 1 -2

Dette kan skrives som en matriselikning

1 -2 1 1
1 0 3lc=yw hvor c=|o
0o 1 -1 c3

Du kan sjekke at denne matrisen er inverterbar. Dermed er det et entydig
valg av koeffisienter ¢;, ¢ og cs3; Igsningen er dermed entydig ettersom
den generelle lgsningen inneholder alle Igsninger.
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Oppgaver System av differensialligninger

D1) Finn den generelle Igsningen til systemet av linezre ordinzere
differensiallikninger og skisser fasediagramet.

/=9
Dla) {172 y(0)=1,1(0) =0
Yo =2n

D1b) 727 7% y1(0) = 1, y2(0) = 0
Yo =4y

/: _4
Dic) {1 T2 L 0)=2, y(0) =0
Yo=y1+t)y

D2) Finn deretter Igsningen for den gitte initialverdien og marker den
tilsvarende kurven i fasediagrammet.
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Oppgaver System av differensialligninger

Losning D1la: Matrisa til systemet er:

Vi beregner egenverdiene:
det(A—MN)=0 <= N —4=0 < A=20g\= 2

og de tilhgrende (reelle) egenvektorene:

A=2

(A-2)v=0 {_22 _22]v_0<:> v=t [1],teR
A=-2:

(A+2)v=0 < {; ;}v—0<:> v=t {jl},te]l%
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Oppgaver System av differensialligninger

Den generelle Igsningen av systemet er gitt ved
1 1 _
y(t)=a { 1 } e+ o { 1 } e 2

Losning D2a: Vi finner nd Igsningen som tilfredsstiller initialbetingelsen
y1(0) =1, y2(0) = 0:

o[1]relA]=[s] = [Z*Z}l o)

Lgsningen vi leter etter er
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Oppgaver System av differensi

alligninger

Fasediagram (Igsningen av initialverdiproblemet er markert lilla):

\

=

—
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Oppgaver System av differensialligninger
Losning D1b: Matrisa til systemet er
0 -1
Sty
Vi beregner egenverdiene:
det(A—MN)=0 <= N 4+4=0 < A=2iog A= —2i

og de tilhgrende egenvektorene. A = 2;:

-2i -1

(A=2il)yv =0 — { 4 o

}v:o:w:t.[

Vi har
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Oppgaver System av differensialligninger

Den generelle Igsningen av systemet er gitt ved
(t) = c cos 2t Y sin 2t
YW= oginot 2| —2cos2t

Vi finner nd Igsningen som tilfredsstiller initialbetingelsen y;(0) = 1,
y2(0) =0:

cl{é}Jrcz[_OZ}—{é} <~ =1 =0

Lgsningen vi leter etter er

(t) = cos2t
Y= 2sin2t
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Oppgaver System av differensialligninger

Fasediagram (Igsningen av initialverdiproblemet er markert lilla):

M
v
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Oppgaver System av differensialligninger

Losning D1c: Matrisa til systemet er

Vi beregner egenverdiene:

det(A—A)=0 < (1-N\)2?+4=0 <= A=1+2j
textog A=1—2j

og de tilhgrende (reelle) egenvektorene.

A=1+2i
(A—(1+2)v=0 — | 2 2 |,-0

1 =2
— v=t {i’},te@
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Oppgaver System av differensialligninger
Vi har
Re(v) = { (1) }7 Im(v) = { g }7 Im(\) =2

Den generelle Igsningen av systemet er gitt ved

(6) =c —2sin 2t ef 1 2 cos 2t ;
ri=a cos2t 21 sin2t

Vi finner n§ Igsningen som tilfredsstiller initialbetingelsen: y;(0) = 2,

y2(0) = 0:
o[0T a[2]-[2] = a0 ans

Lgsningen vi leter etter er

| 2cos2t |
y(t)—[ sin 2t }
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Oppgaver System av differensi

alligninger

Fasediagram (Igsningen av initialverdiproblemet er markert lilla):

— ]

P

)

7
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Oppgaver System av differensialligninger

E) Vi ser p& det inhomogene systemet
x(0)]" o 1] [x(¢) L1 3e2t
y(8)] T2 1) )] T2 ez
E1) Finn en basis for Igsningsrommet til den tilhgrende homogene
ligningen
Rel IR
y(t) 2 1] y(1)]"

. 0 1 [—2e72t .
E2) Sjekk om y = 1,2t eller y = 5 o2t | eren Igsning for
2
systemet.

E3) Finn en generell Igsning for systemet.
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Oppgaver System av differensialligninger

Losning E):

og egenverdi A\, = —1 gir

E1) Egenverdi \; = 2 gir egenvektor B]

_11} Generelle Igsninger er y = ¢; [ﬂ et 4 o {_11] et

egenvektor {

E2) Vi deriverer og ser at y = [1e02t} ikke er en Igsning av systemet, og
2

—2t
—2e .
aty = % [ o2t } er en Igsning av systemet.

E3) Den generelle Igsningen for systemet blir da

1 -1 —De~2t
y=a |:2:| 82t+C2|:1:|e_t+%|: e—eZt :l
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