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Sammendrag Uke 11 (Egenverdier, egenvektorer og
diagonalisering)

> Definisjon: La T: V — V vere en linezrtransformasjon. En skalar A
er en egenverdi for T hvis det finnes en vektor v # 0 i V slik at

T(v)=X-v.

Vektoren v kalles en egenvektor for T som hgrer til egenverdien \. Né&r
T er gitt ved en n X n-matrise A, s& sier vi ogsd at \ er en egenverdi for
A og v er egenvektor for A som hgrer til egenverdien \.

> Teorem: En n x n-matrise A har 0 som egenverdi hvis og bare hvis
den ikke er inverterbar.

> Teorem: La T: V — V veare en linezxrtransformasjon. La vy, va, ..
vm vaere egenvektorer til T som hgrer til forskjellige egenverdier A1, A2,
.., Am. Da er vektorene v;, i = 1,..., m, er linezrt uavhengige.

Y

> Teorem: La V vare et n-dimensjonalt vektorrom og T: V — V vaere
en linezrtransformasjon. Hvis T har n forskjellige egenverdier, s3 finnes
det en basis for V som bestar av egenvektorer av T.
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Sammendrag Uke 11

> Teorem: La A vaere en n X n-matrise.

(a) Egenverdiene til A er alle Igsninger \ av ligningen det(A — \/,) = 0.
Vi kaller dette n-tegradspolynom i A\ karakteristiske polynomet til A.

(b) Hvis X er en egenverdi for A, s er de tilhgrende egenvektorene gitt
ved alle ikke-trivielle Igsninger av ligningen (A — Al,) - x = 0.

> Definisjon: La T: V — V vare en linexrtransformasjon, og anta at
A er en egenverdi for T. Da er egenrommet til A mengden av alle egen-
vektorer som hgrer til \, samt nullvektoren; altsd mengden

{veV|T(v)=Av}

Dimensjonen til egenrommet kalles den geometriske multiplisiteten til \.
Hvis T er gitt ved 8 multiplisere med en n x n-matrise A, s& er egenrom-
met til en egenverdi \ det somme som nullrommet til matrisen A — Al.
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Sammendrag Uke 11

Vi oppsummerer prosessen for & finne egenverdier og egenvektorer til en
n X n-matrise A:

1. Vi finner egenverdiene til A ved & lgse ligningen
det(A—X-1,)=0.

Dette er en n-tegradsligning og har dermed maksimalt n (ikke
ngdvendigvis unike) Igsninger A1,..., A\,

2. Vi finner egenrommene til A ved 3 lgse for hver egenverdi \;
ligningen
(A= X\il,)x=0.

Lgsningsmengden til denne ligningen er egenrommet til \;.
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Sammendrag Uke 11

Husk: algebraens fundamentalteorem

Et polynom
apz" +ap_1z" 4+ a1z + ao

kan alltid faktoriseres

n

-1
anz"+ap 12"+ -+ a1z+ag = a, H(z - z),
i=1

der z; er komplekse tall og |gsninger av ligningen
anz"+ap_1z"" 144+ arz4+a =0

Dersom en faktor (z — zx) forekommer m ganger i faktoriseringen, sier vi
at z, har multiplisitet m.

> Teorem: En kompleks n x n-matrise A har alltid n egenverdier (talt
med algebraisk multiplisitet.)
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Sammendrag Uke 11

> Definisjon: En n x n-matrise A er diagonaliserbar hvis det finnes en
diagonalmatrise D og en inverterbar matrise P slik at A= PDP~L.

> Teorem: En n x n-matrise A er diagonaliserbar hvis og bare hvis A har
n linezert uavhengige egenvektorer.

> Teorem: 1) Hvis en n X n-matrise A har n forskjellige egenverdier, s&
er A diagonaliserbar.

2) En n x n-matrise A er diagonaliserbar hvis og bare hvis A har n
egenverdier (ikke alle egenverdier m& ngdvendigvis vaere forskjellige fra
hverandre her) og dimensjonen til egenrommet til hver egenverdi A er lik
den algebraiske multiplisiteten til \.

> Definisjon: En reell matrise kalles symmetrisk dersom A = AT,
> Teorem: La A vare en symmetrisk n X n-matrise. Da har A n reelle
egenverdier (talt med multiplisitet) og A er diagonaliserbar (som en reell

matrise).
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Sammendrag Uke 11
> Teorem: La A vare en reell symmetrisk n x n-matrise. Egenvektorene
til A tilhgrende to distinkte egenverdier er ortogonale.

> Definisjon: En n x n-matrise er ortogonalt diagonaliserbar dersom den
har n ortogonale egenvektorer.

> Teorem: En reell n x n-matrise er ortogonalt diagonaliserbar med
reelle egenvektorer hvis og bare hvis den er symmetrisk.

> Teorem: La A vere en reell symmetrisk n x n-matrise. Da eksisterer
det en diagonalmatrise D og en ortogonal matrise Q slik at A= QDQ".

> Definisjon: En n x n-matrise A kalles hermitsk hvis A = A*.

> Teorem: En hermitsk n x n-matrise har n reelle egenverdier (talt med
multiplisitet) og er ortogonalt diagonaliserbar.
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Sammendrag Interpolasjon, regresjon og markovkjeder

La A vare en m x n-matrise. Ax = b har Igsning bare nar b ligger i kol-
onnerommet til A. Hvis ikke, s& gnsker vi & finne en omtrentlig Igsning
(som er naermest mulig en faktisk Igsning).

S& hvis b ¢ Col(A), s& vil vi finne en vektor X slik at [|AX — b|| er s liten
som mulig. Dette oppndr vi ndr A% = Projcq(a)(b)

(A% — b) € (Col(A))* = Null(AT).

> Teorem: La A vare en m x n-matrise (m > n) og b en kolonnevektor
i R™. Mengden av minste kvadraters Igsninger for systemet Ax = b er lik
Igsningsmengden for systemet AT (Ax — b) = 0.

Hvis n x n-matrisen AT A er inverterbar, finnes det for hver b, en unik
minste kvadraters Igsning X for systemet Ax = b
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Sammendrag Interpolasjon, regresjon og markovkjeder

Hvis A er en kompleks m x n-matrise og b er en kolonnevektor i C™, kan
vi spgrre om minste kvadraters Igsninger X til systemet Ax = b i C". Den-
ne mengden er da lik Igsningsmengden for systemet A*(Ax — b) = 0.

AT A er en symmetrisk matrise fordi (ATA)T = AT(AT)T = ATA. | det
komplekse tilfellet har vi tilsvarende at A*A er en hermitsk matrise.

Grunnen til at det kalles minste kvadraters metode er at avstanden

|lv — w|| mellom to punkter v og w i R” méles ved & ta kvadratroten til
summen av kvadratene: |[v — w|? = (vi — wy)? +--- +(v, — w,)% A
minimere avstanden fra b til vektorene Ax betyr derfor at vi minimerer en
sum av kvadrater.
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Sammendrag Interpolasjon, regresjon og markovkjeder

Interpolasjon.
Dersom vi har m + 1 punkter (x;, y;) i R?, der x;-ene er forskjellig for alle
punkter, vil det generelt vaere mulig & finne et (unikt!) reelt polynom

p(x) = amx™ + am_1x™ "t 4+ - 4 a1x + ap,

hvor grafen gér gjennom alle disse punktene, altsa at p(x;) = y; for alle
1<i<m-+1.

Setter vi inn for (x;,y;) i formelen for p(x), far vi et (m+1) x (m+ 1)-
ligningssystem, koeffisientene a; er de ukjente, med totalmatrise

m m—1
X" X{ Lo xx 1| »n
m m—
X3 Xy S R I 7
m m—1 1
Xm+1 Xm+1 -0 Xm+l Ym+1

Det kan vises at dette ligningssystemet alltid har en unik Igsning s& lenge
xj # xi for j # k.
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Sammendrag Interpolasjon, regresjon og markovkjeder

Regresjon:

Obs: dersom vi for eksempel har tre eller flere punkter kan vi ikke ngd-
vendigvis finne en rett linje som gar gjennom alle punktene (med mindre
punktene tilfeldigvis ligger p& en rett linje).

Da kan vi bruke minste kvadraters metode til & finne en linje som passer
best mulig (eller mer generelt et m-tegradspolynom som passer best
mulig hvis vi har mer enn m + 1 punkter).

Dersom (x1,¥1),- -, (Xm, Ym) er datapunkter i R?, kan vi prgve 3 finne
linjen y = ax + b som passer best til disse punktene. Om punktene ligger
pé en linje, kan vi enkelt finne a og b slik at

yi=ax1+b, y>=axo+b,... 0g ¥m = axm + b.

Disse ligningene kan vi samle i en matriseligning
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Sammendrag Interpolasjon, regresjon og markovkjeder

x1 1 Y1
X2 1 Yo
A{Z}—ymedA— . | ogy=|.
Xm 1 Ym

Dette betyr at hvis vi kan Igse ligningssystemet s fér vi linjen punktene
ligger pa.
Hvis punktene ikke ligger pd en linje, kan vi bruke minste kvadraters

metode p&d systemet for & finne a og b som gir oss linjen som
approksimerer punktene best.

Man kan vise at minste kvadraters Igsning gir oss linja som approkismerer

punktene best, i den forstand at summen av kvadratene av de vertikale
avstandene mellom punktene og linja er minst mulig.
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Sammendrag Interpolasjon, regresjon og markovkjeder

Markovkjeder
En vektor v € R” kalles en sannsynlighetsvektor dersom alle koordinatene
er stgrre enn eller lik 0 og summen av koordinatene er lik 1. For eksempel
1/3
sd er v = [2/3| en sannsynlighetsvektor.
0

En n x n-matrise M hvor alle kolonnene er sannsynlighetsvektorer kalles
en stokastisk matrise.

Hvis M er en stokastisk matrise og xg en sannsynlighetsvektor, s& er
falgen {xo, x1, %2, ...} hvor

x1 = Mxg xo = Mx; = M?xg -+ xp, = Mx,—1 = M"x

en Markovkjede som er en sannsynlighetsmodell hvor man beveger seg fra
et stadium til det neste i en tilfeldig prosess uten hukommelse om hva
som har skjedd tidligere. Det vil si at neste trinn bare avhenger av
ndvaerende og ikke av forrige sekvens.
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Oppgaver Interpolasjon, regresjon og markovkjeder (Uke 12)

> Teorem: En stokastisk matrise M har alltid A = 1 som en egenverdi.

En egenvektor for M som hgrer til egenverdien 1, og som i tillegg er en
sannsynlighetsvektor, kalles en likevektsvektor. En likevektsvektor g har

egenskapen at
Mg = q.

En stokastisk matrise M er regulaer dersom det finnes et heltall kK > 1 slik
at alle elementene i M* er stgrre enn null.

> Teorem: La M veere en reguleer stokastisk matrise. Da har M en unik
likevektsvektor g. For enhver utgangssannsynlighetsvektor xo konvergerer
Markovkjeden {x,} til g n&r n — oco.
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Oppgaver Interpolasjon, regresjon og markovkjeder

Fglgende stokastiske matrise er regulzere

02 0 03
A= 02 04 07
06 06 O

Husk at en stokastisk matrise M er regulaer dersom det finnes en k > 1
slik at alle elementene i M* er stgrre enn null. Vi kan regne ut at

0.22 0.18 0.06
A®= 1054 0.58 0.34],
0.24 0.24 0.6

sa A er regulaer siden A kun har elementer som er ekte stgrre enn null.
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Oppgaver Interpolasjon, regresjon og markovkjeder

Fglgende stokastiske matrise er ikke regulaere

1/3 2/3 1/3
B=12/3 1/3 1/3
0o 0 1/3

Vi kan illustrere dette ved hjelp av en graf, hvor vi lar 51, S, og S3 veere
tilstandene tilhgrende hver kolonne i B:

Vi ser at vi ikke kan komme oss fra til-
stand S; eller S, til S3 med ikke-null

e sannsynlighet, og matrisen er derfor ikke
/ reguleer.
wl s, e Merk!
< Hvis vi ikke kan bevege oss fra enhver
x tilstand til enhver annen tilstand, selv via
=" flere steg, vil matrisen ikke vaere regulzr.

Men hvis vi kan bevege oss fra enhver tilstand til enhver annen tilstand sa
kan matrisen vaere regulaer men den trenger ikke & veere det.
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Oppgaver Interpolasjon, regresjon og markovkjeder

Bruk minste kvadraters metode p3

Al)
4 0 2
A= |0 2 og b=10
11 11
A2)
1 1 0 0 -3
1 1 00 -1
1 010 0
A=11 0 1 0f % b=
1 0 0 1 5
1 0 0 1 1
A3)
1 1
A= 1 og b= i
1 —i 1
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Interpolasjon, regresjon og markovkjeder

Losning Al: La

A:

= O N

=N O

og b

0
11

veere koeffisientmatrisen og hgyresiden i likningssystemet vart. Vi ganger

hver av disse med den adjungerte av A p& venstre side, og far:

e

L[4
AA_[O
L. (4
Ab_[o

Vi m& lgse likningssystemet

01 4 0
5 1 0 2| =
11
01} g _{
2 1) |y
A*Ax = A*b.
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Interpolasjon, regresjon og markovkjeder

Dette systemet har fglgende totalmatrise:
17 1|19
1 511

Né&r vi gausseliminerer denne, far vi:
1 01
0 1|2

Minste kvadraters metode gir altsd Igsningen

il
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Interpolasjon, regresjon og markovkjeder

Losning A2: Vi mé Igse likningssystemet A*Ax = A*b:

6 2 2 2 4
.. |2 200 L |4
AA=12 0 2 0 Ab=1,

2 00 2 6

Minste kvadraters metode gir lgsningene

3 -1
-5 1
9 +t 1

0 1
Merk at i denne oppgaven sé er Igsningsmengden en linje. Det er altss
mulig at det er mange Igsninger som gir en like god tilnaerming for et
ligningssystem. Generelt har A*Ax = A*b uendelig mange Igsninger hvis

og bare hvis kolonnene til A er lineart avhengige.
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Interpolasjon, regresjon og markovkjeder

Losning A3: Vi m& Igse likningssystemet A*Ax = A*b.

1 =i
eacff

L1 =i
w7 ]

(1
i
11
(1
i
11
Minste kvadraters metode gir lgsningen

¥ — 1
= 1ol
Dette kan egentlig sees ved at fgrste kolonne i matrisen A er identisk med

vektoren b.

TMAA4115 Matematikk 3 — Uke 12 — V2025 21



Interpolasjon, regresjon og markovkjeder

. a1 a2 a3 a
B) Betrakt 2 x 4-matrise AT = |7}t 12 913 €l
d21 a2 d23 a2

Hvilken av de fglgende matrisene kan vaere lik AT A?

1 0 4 6

14 6 15 6 14 0 01 2 3
s § e[S 9wl 8] w22
6 3 2 1

Losning B): Alternativ B1) er eneste mulighet.
Vi kan fgrst huske at ATA vil vaere en symmetrisk matrise

(ATA)T = ATA,

som utelukker B2) og B3).
Siden AT er en 2 x 4-matrise, vil (AT)T = A vare en 4 X 2-matrise, og
AT A vil dermed vaere en 2 x 2-matrise, som utelukker alternativ B4).
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Oppgaver Interpolasjon, regresjon og markovkjeder

C) La xy,...,x, veere faste tall. Matrisen nedenfor kalles en
Vandermonde-matrise.

1 oxqg x2 - xl"_1

1 x x2 - X2"_1
V= o

1 x, x,% x,’,’_1

Gitty = (y1,...,¥n) i R", anta at c = (o, ..., Cp—1) i R tilfredsstiller
Vc =y, og definer polynomet p(t) = co + c1t + cot? + -+ + c,_1t" L.

Cl) Vis at p(x1) = y1,...,p(xn) = yn. Vi kaller p(t) et interpolerende
polynom for punktene (x1,y1),- .., (xn, yn) fordi grafen til p(t) gér
gjennom punktene.

C2) Anta at xq,...,x, er distinkte tall. Vis at kolonnene i matrisen V er
linezert uavhengige.

C3) Bevis: Hvis x1, ..., x, er distinkte tall, og yi, ..., y, er vilkdrlige tall,
sa finnes det et interpolerende polynom av grad < n—1 for (xq, y1),
ooy (Xny V)
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Interpolasjon, regresjon og markovkjeder
Losning C1): Fori=1,...,n,

Co
p(X,') =c+cxi+ -+ Cn_1Xin_1 = rad,-(V) . = rad,-(V)c.

Ch—1

Ved en egenskap for matrise-multiplikasjon, og c ble valgt slik at Vc =,
far vi:
rad;(V)c = rad;(Vc) = rad;(y) = yi.

Dermed er p(x;) = y;. For 8 oppsummere, elementene i Vc er verdiene til
polynomet p(x) ved xi, ..., X,.

Losning C2): Anta at xq, ..., x, er distinkte, og anta at Vc = 0 for en
vektor c. Da er elementene i c koeffisientene til et polynom som er null
ved de distinkte punktene xi, - - -, x,. Et ikke-null polynom av grad n — 1
kan ikke ha n nullpunkter, s3 polynomet m§ veere identisk null (?7). Det
vil si at alle elementene i ¢ m& vaere null. Dette viser at kolonnene i V er
linezert uavhengige.
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Interpolasjon, regresjon og markovkjeder

Losning C3): N&r xq, ..., x, er distinkte, er kolonnene i V linezrt
uavhengige, ifglge C2). Derfor V er inverterbare matriser og kolonnene
spenner over R". S3 for hver

y:(y17"'7yn) eRna

finnes det en vektor c slik at Vc =vy. La p vare polynomet hvis
koeffisienter er oppfgrt i c. Da er, ifglge C1), p et interpolerende
polynom for (x1,y1),- -, (Xn, Yn)-
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Interpolasjon, regresjon og markovkjeder
D) Finn linjen y = ax 4+ b som passer best til datapunktene

0", 5,27, (7,37, (83)".

Losning D): Vi skal alts3 finne a og b som best mulig Igser systemet

2 1 1

5 1| [a] |2

7 1| |b| |3

8 1 3
Vi multipliserer med AT til venstre pa begge sider av ligningen. Da far vi
at ATA m — ATher:

142 22| (a| |57 som har Igsningen al |5/14
22 4||b| |9 MEEN Hpl = 27 |
Linjen som passer best til punktene er altsa:

5 .2
= —x+=.
Y= 1Ty
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Interpolasjon, regresjon og markovkjeder

E) Finn likevektsvektorene for de stokastiske matrisene

04 05 08
E1A— {82 8';} E2B = [8; 8'2} E3c=|0 05 01
40 9 0. 06 0 01

| denne oppgaven finner vi egenverdiene og egenvektorene p3 vanlig
mate. Vi vet at slike matriser alltid har en egenverdi lik 1. Da er den
tilhgrende egenvektoren, etter at den er normalisert slik at koordinatene
summerer til 1, en likevektsvektor for systemet.

3/4
1
egenverdien 1. Denne vektoren summerer til 7/4, som vi dermed m3 dele

Losning E1: Her finner vi at v = er en egenvektor tilhgrende

pa for & f& summen til 3 bli 1. Daer v = E?q en likevektsvektor for

systemet. Vi kan enkelt multiplisere ut og se at Av = v.
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Interpolasjon, regresjon og markovkjeder

5/9
1
egenverdien 1. Denne vektoren summerer til 14/9, som vi dermed m3
5/14
9/14
for systemet. Vi kan multiplisere ut og se at Bv = v.

Losning E2: Her finner vi at v = er en egenvektor tilhgrende

dele pa for 8 fa summen til 8 bli 1. Daer v = { } en likevektsvektor

3/2
Losning E3: Her finner vi at v = |1/5| er en egenvektor tilhgrende
1
egenverdien 1. Denne vektoren summerer til 27/10, som vi dermed m3
30/54
dele p3 for & f§ summen til 8 bli 1. Da er v = |10/135] en
10/27
likevektsvektor for systemet. Vi kan multiplisere ut og se at Cv = v.
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Interpolasjon, regresjon og markovkjeder

F) Varet i Bergen er enten godt, likegyldig eller darlig pa en gitt dag.

— Hvis veeret er godt i dag, er det 60 % sjanse for at vaeret vil vaere godt
i morgen, 30 % sjanse for at veeret vil veere likegyldig, og 10 % sjanse for

at veeret vil vaere darlig.

— Huvis veeret er likegyldig i dag, vil det vaere godt i morgen med
sannsynlighet 40 % og likegyldig med sannsynlighet 30 %.

— Huvis veeret er darlig i dag, vil det vaere godt i morgen med
sannsynlighet 40 % og likegyldig med sannsynlighet 50 %.
F1) Hva er den stokastiske matrisen for denne situasjonen?

F2) Anta at det er 50 % sjanse for godt vaer i dag og 50 % sjanse for
likegyldig veer. Hva er sjansen for darlig veaer i morgen?

F3) Anta at det spidde vaeret for mandag er 40 % likegyldig veer og
60 % darlig vaer. Hva er sjansen for godt vaer p3 onsdag?
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Oppgaver Interpolasjon, regresjon og markovkjeder

Losning F1: La G st§ for godt veer, | for likegyldig veer, og B for dérlig
veer. Endringen i veeret er gitt ved tabellen:

Fra: | G | B
Til:
G |06 04 04
| 03 03 05

B |01 03 01

Dermed er den stokastiske matrisen P:

[0.6 0.4 0.4
P= 103 03 05
01 03 0.1
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Oppgaver Interpolasjon, regresjon og markovkjeder

Losning F2: Den initiale tilstandsvektoren er:

0.5
Xp = 0.5
0

Beregning av x; = Pxo:

0.6 04 04] |05 0.5
xy= {03 03 05| [05| =03
0.1 03 01 0 0.2

Dermed er sannsynligheten for darlig vaer i morgen 20%.
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Oppgaver Interpolasjon, regresjon og markovkjeder

Losning F3: Den initiale tilstandsvektoren er:

0
Xo = 0.4
0.6
Beregning av x; = Pxo:
0.6 04 04 0 0.48

x3 = (03 0.3 05| |04 0.42
0.1 03 0.1] |0.6 0.18

Beregning av x, = Pxy:

0.6 0.4 0.4 |0.48 0.48
xo= (03 0.3 05| |0.42 = |0.336
0.1 03 0.1| |0.18 0.184

Dermed er sannsynligheten for godt vaer pa onsdag 48%.
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Oppgaver Interpolasjon, regresjon og markovkjeder

G) La Svaere 1 x n-matrisen S=[1|1] --- | 1]

G1) Forklar hvorfor en vektor x i R" er en sannsynlighetsvektor hvis og
bare hvis alle koordinatene er ikke-negative og Sx = 1.

G2) La P veere en stokastisk n x n-matrise. Vis at SP = S.

G3) La P veere en stokastisk n X n-matrise og x en sannsynlighetsvektor.
Vis at Px ogsé er en sannsynlighetsvektor.

G4) Vis at hvis P er en n x n stokastisk matrise, s& er ogsa P2.

Losning G1: En sannsynlighetsvektor er en vektor x i R” der alle koor-
dinatene er stgrre eller lik 0 og summen av koordinatene er lik 1. Produk-
tet Sx er det samme som summen av alle koordinatene i x. Dersom alle
koordinatene er ikke-negative og Sx = 1, s§ er x per definisjon en sann-
synlighetsvektor. Motsatt vei: dersom x er en sannsynlighetsvektor s& vil
ngdvendigvis alle koordinatene veere ikke-negative, og produktet med S

vil gi oss tallet 1.
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Oppgaver Interpolasjon, regresjon og markovkjeder

Losning G2: En n x n matrise P kalles stokastisk matrise hvis kolonnene
i P er sannsynlighetsvektorer, det vil si at elementene er ikke-negative og
kolonnesummene er lik 1. Produktet SP er vektoren hvor hver koordinat i
produktet er vektorproduktet mellom S og hver kolonne i P. Vi vet at
hver kolonne i P er en sann- synlighetsvektor, s& det fglger fra forrige del-
oppgave at hver av de summerer til 1. Da fglger det at hver koor- dinat i
SP er 1, og altsad at SP = S.

Losning G3: Siden alle elementene i bdde P og x er minst 0 er ogs4 alle
elementene i Px minst 0. Fra del a) er det n§ nok 3 vise at SPx = 1. Fra
del b) er SP = S. Derfor er SPx = (SP)x = Sx = 1 hvor siste likhet
holder fordi x er en sannsynlighetsvektor. Dette var nettopp den likheten
vi behgvde, s& Px er en sannsynlighetsvektor.
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Oppgaver Interpolasjon, regresjon og markovkjeder

Losning G4: La P=1[py | --- | ps]. Daer
P?=PP=[Ppi| - | Ppal

Fra G3) er kolonnene i P2 sannsynlighetsvektorer, s3 P? er en stokastisk
matrise.

Alternativt, siden P er en stokastisk matrise, har vi fra G2) at SP = S.
Hgyremultiplikasjon med P gir SPP = SP, og siden SP = S, fglger det
at SP2 = S. Siden elementene i P er ikke-negative, er ogs3 elementene i
P? ikke-negative, og dermed er P? en stokastisk matrise.
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