Kapittel 8

Ekstra: Mer om basisbytte

Dette er et ekstranotat om basisbytte. Dette kapitte-
let inneholder kun en utdypning av konseptet basis-
bytte, og kan derfor sees vekk fra om man ikke fgler
behov for utdypning.

I et generelt vektorrom sa snakker vi om noen abs-
trakte ting vi kaller vektorer. Det eneste vi vet om
dem er at de oppfyller vektorromsaksiomene. Det er
ikke fgr vi jobber med ett konkret vektorrom at vi
kan beskrive disse vektorene konkret. For eksempel i
det klassiske Euklidske vektorrommet R"™, sa kan vi
beskrive vektorene vare som kolonner av tall:

T
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Videre kan vi se pa dem som punkter i et n-
dimensjonalt rom, eller piler fra origo til det punk-
tet. Lar vi n = 2, sa kan vi lett visulisere dette ved
a tegne zy-planet og markere vektorene som enten
punkter eller piler:
[
]

Innad i et vektorrom sa har vi noe vi kaller basis. Vi
husker at det er en ordnet mengde vektorer som bade
er linesert uavhengig og som spenner ut vektorrom-
met. I R? har vi for eksempel standardbasisen

o= (o= i) [1)

Siden basisen spenner ut rommet og er linesert uav-
hengig, sa vet vi at vi kan skrive enhver vektor i rom-
met som en lineserkombinasjon av vektoren i basisen.

For eksempel i R? med standardbasisen s& har vi at

1 0
X = [ij =12 [O] + X2 [J =1x1€e] + Troeq

Vi kaller x; og x5 for koordinatene til x med hensyn
til basisen &, og skriver

[x]e = [i;]

for & samle informasjonen. [x]|s kaller vi koordinat-
vektoren til x med hensyn pa basisen &. Vi kan il-
lustrere dette visuelt pa folgende vis. Fgrst tegner vi
opp vektorene i standardbasisen var:
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Sa skalerer vi disse med henholdsvis z; og xs, altsa
koordinatene til x:
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Ogsa legger vi sammen disse for a fa x:
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La oss ta et helt konkret eksempel.

Eksempel 8.1. Vi har vektoren x = {_21} da har
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siden
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Men hva sa, kan man tenke? Vi ser jo her at koordi-
natvektorene vare er like de faktiske vektorene vare.
Det blir mer spennende om vi gar til andre basiser
enn standardbasisen.

Eksempel 8.2. La

7= (o= [i] o= [1])

vaere en basis for R2. Vi ser at koordinatvektoren til

=[]

med hensyn pa basisen & er gitt ved

(x| = [_1 3{/22}

siden [_21] L H -3 [11]

Vi illustrerer dette ved fgrst a tegne opp basisvekto-
rene vare

b

skalere dem med 1/2 og —3/2, og til slutt addere dem

Basisbytte i R?

La oss forst se pa hvordan vi gar fra koordinatvekto-
rer med hensyn pa en vilkarlig basis til koordinatvek-
torer med hensyn pa standardbasisen (og tilbake). Vi
begynner med ett eksempel

Eksempel 8.3. La oss fortsette a se pa standardba-

i

og



Da har vi

Altsa er basisbyttematrisen fra £ til standardmatri-
sen gitt ved matrisen hvor kolonnene er vektorene i
2. Hvis vi gnsker a ga fra standardbasisen til £, sa
bruker vi at [bl bg] er inverterbar, og far

Xz =[b1 by] ' [x]s.

Med andre ord er basisbyttematrisen i motsatt ret-
ning kun inversmatrisen. A

Vi kan se at vi far det samme generelt. La oss se pa
standardbasisen

o= (o= i) [1)

og en vilkarlig annen basis
b1 ba1
e@ = b = 7b =
(o= ] o=
For en vilkarlig vektor x = [il] , med koordinatvek-
2

(x]z = [al}

az

tor

har vi da

X]e =x=a {bll] ¥ ay {bzl]

b12 b22

o [2]
= [bl bl] x|

Altsa er basisbyttematrisen fra 4 til standardmatri-
sen gitt ved matrisen hvor kolonnene er vektorene i
%B. Hvis vi gnsker a ga fra standardbasisen til %, sa
bruker vi at [by  bs] er inverterbar, altsé er

Xz =[b1 ba] ' [x]s.

Med andre ord er basisbyttematrisen i motsatt ret-
ning kun inversmatrisen.

Sa hvordan gar vi fra en koordinatvektor i én basis
til en koordinatvektor i en annen basis? La oss si at
vi har basisene

% = (b1,bs)

og
C = (Cl,Cg) .

For en vilkarlig vektor x i R?, kan vi na velge & se pa
koordinatvektoren med hensyn pa enten & eller %,
altsa enten

eller

Informasjonen fra den forste, forteller oss at
x = b1by + baby

og den andre forteller oss at
X = C1C1 + €2C9

(Merk: Her skiller vi mellom bokstaver i fet skrift
som viser til vektorer og bokstaver i vanlig skrift som
viser til koordinater/skalarer.)

Hvis vi setter sammen likhetene far vi dermed at

bib; + basbs = cicy + cac2

eller
ol 3] = el 2]

eller
by bo] x|z =[c1 c2] [X]v

Hvis vi bruker diskusjonen var fra hvordan vi gar fra
standardmatrisen til en annen, ser vi at ved a gange
likningen over med inversmatrisen til [cl CQ], har
vi

x| = [[bi]le  [ba]¢] [X]2

Altsa far vi at basisbyttematrisen fra £ til € er gitt
ved

[b1]s  [b2]«]

Generelle vektorrom

Dette lar seg generalisere til n-dimensjonale vektor-
rom, og vi far tilbake Teorem 8.16 fra notatet om
linezertransformasjoner:

Teorem 8.4. La V wvere et n-dimensjonalt vek-
torrom, og la A = (b1,ba,...,b,) 0og € =
(c1,€o,...,Cp) vere to basiser for V. Da finnes en
n X n-matrise A slik at

[xle = A-[x]z

for alle vektorer x 1 V.
Kolonnene i A er €-koordinatvektorene til basis-
vektorene 1 B:

A=[[bile[bale .. [buls].

Vi tar med eksempler fra ekstraoppgavene for a
videre illustrere

Eksempel 8.5. La

oo f)
o= (o] o[

veere basiser for R?. Finn matrisene A og B, slik at
[x]¢ = A[x]% og [x]z = B[x]¢ for alle x i R%.

La %-koordinatvektorene til basisvektorene i %
veere gitt som henholdsvis

[bi]e = m og [ba]e = m .

og



Altsa ma
b; = acy + bey

og
by = ccy + dcs.

Forste kolonne i A finner vi ved a regne ut Aeq, og
andre kolonne ved a regne ut Ae,. Bruker vi na at

[b1]a = H =e; 0g [bz]z = m =e

far vi

og

Da vet vi at
A= [Z CCJ =[[b1]e [b1]«¥]

som vi gjenkjenner fra notatene. For & finne a, b, ¢ og
d, lgser vi de linezre uttrykkene for by og bs vi fikk
fra koordinatvektorene:

[y -] >

evvin=[y -] -

Vi Igser disse simultant ved & radredusere den utvi-
dede matrisen

1 5[2]3 1 0]13/24] 7/24
5 1]3|2 0 1| 7/24 |13/24

og

Vi leser dermed ut at
1113 7
4=u {7 13} '

Tilsvarende kan vi finne

1[-13 7
B“5[ 7 —13]'

For a finne A kunne vi ogsa satt opp matriselig-

ningen
1 5/ |a b] |2 3
5 1| |e d] |3 2

og multiplisert fra venstre med inversmatrisen
15\ 1 1 -5
5 1 S 1-1-5-5|-5 1

Eksempel 8.6. a) Finn en basis & for P, slik at

A

er koordinatene til et andregradspolynom p.

b) Finn en basis € for P, slik at
p(0)
[ple = |p(1)

p(2)
er koordinatene til et andregradspolynom p.

c) La p veere gitt ved p(z) = 22. Finn koordinatene
til p med hensyn pa henholdsvis & og €.

d) Finn linesertransformasjoner som oversetter mel-
lom disse basisene, altsa

T:R* >R3> og S:R®*—=R?
slik at

T([ple) =[ple og S(ple)=I[rl=

for alle polynomer p. Sjekk at T og S gir riktig
resultat for koordinatene du fant del c).

Lgsning;:

a) Dette er standardbasisen 1, = og x2.

Forklaring: Vi gnsker & skrive et vilkarlig andre-
gradspolynom pa formen p(z) = p(0)fi(z) +
P’ (0) f2(z) + p”Q(O) f3(z). Dette er akkurat hva
fi =1, fo = z og f3 = x? tilfredstiller: Gitt
p(z) = a+ bz + cx? ser vi at p(0) = a, p'(0) = b
og @ = ¢ ved regning; dette er akkurat ko-
effisientene foran 1, z og 2. Alternativ lgsning:
For en mer systematisk fremgangsmate kan du
folge metoden som er beskrevet i del b).

b) Vi ma finne tre polynom e;(z), ea(x) og es(x)
som utgjer en basis slik at et vilkarlig poly-
nom kan skrives pa formen p(z) = p(0)es(x) +
p(Dea(x) + p(2)es(z) (da blir koordinatene
p(0)
p(1)|). Dette skjer akkurat dersom e;(z) til-
p(2)

fredstiller

A~~~

es(x) tilfredstiller
e3(0) =0 e3(1) =0 e3(2)=1

(sett inn i likningen for p(z) uttrykt ved e;’ene
for & se dette).

e1: Polynomet kan skrives pa formen ag + a1x +
asx?, og vi krever — fra likningene for e; — oven-
for at

CLO:1 a(]+a1+a2:0 a0+2a1+4a220.

Dette er tre likninger med tre ukjente, og vi bru-
ker radreduksjon for a se at lgsningen er ag = 1,
a1 = —3 og az = 1. Polynomet er derfor e (z) =
1 — 22 + 12%. Alternativ lgsning: e;(1) = 0 og



e1(2) = 0 betyr at (z — 1) og (x — 2) er faktorer
av e1. Derfor ma ej(z) = a(z —1)(x —2). Kravet
e1(0)=1girndl=a-(—1)(-2)slik at a = 1.
Derfor er e1(z) = §(z —1)(z — 2). Du kan gange
ut for a se at dette er det samme polynomet som
vi fant ovenfor.

eo: Samme fremgangsmate som for e; — med litt
forskjellige likninger — gir polynomet es(x) =
2r — 2.

e3: Samme fremgangsmate som for e; — med litt
forskjellige likninger — gir polynomet ez(x) =
-3z + 322

Vi har na tre polynom e, es 0g e3 som spenner
Py (det er konstruert slik at alle polynom kan
skrives p(z) = p(0)e1 (z)+p(1)ez(x)+p(2)es(x)).
De er da automatisk linesert uavhengige siden
dim PQ =3.

Koordinatene til z2:

Husk at en 3 x 3-matrise er bestemt av hvordan
den endrer standardbasisen i R3.

T: I koordinatene til standardbasisen for Py har
viat [1]z = e, [t]@ = e og [1%]% = e3, hvor e;
er den i-te standardbasisen for R3, per definisjon
av koordinater til en basis. Fra kommentaren
ovenfor ma vi ha at T[1])g = [1]¢, T|z]z = [z]e,
T[2%) % = [2%]«. Basisen € er konstruert slik at
forste koordinat er evaluering i 0, andre koordi-
nat er evaluering i 1 og tredje koordinat er eva-
luering i 2. Derfor har vi

1 00
T=[Ter Tey; Tezl=|1 1 1
1 2 4

S: Samme fremgang som for T. Husk at e;(z) =

1- %x‘F%l’Q, ea(x) =2z — 2% og e3(z) = —%x—|—
%1’2. I koordinatene til & har vi da at [e1]g =
1 0 0
—5 | leslm=| 2 | ogles]ls = |—5|. Dette
1 1 |
. 2 2
gir
1 0 0
S=|-3 9o _1
l2 -1 12
2 2

Vi sjekker at matrisen gir riktig endring av ko-
ordinater for z?:

1 0 0 0 0
3 1

715 2 715 1 - 0

o U4 1

Dette viser at S endrer koordinatene til 22 som
gnsket. Gjgr tilsvarende regning for T, eller vis at
T og S er inverser ved a multiplisere de sammen
og fa I3.
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