Kapittel 4

Matriser

Vi har leert a lgse et lineaert ligningssystem ved a sette
opp totalmatrisen til systemet og gausseliminere den,
ved hjelp av radoperasjoner pa matrisen. Vi skal na
se nermere pa egenskaper ved matriser og regning
med matriser.

Resultatene i dette kapitlet gjelder for bade reelle
og komplekse vektorer og matriser.

Definisjoner og notasjon

En m x n-matrise er en rektangulaer tabell med tall
som har m tall i hgyden og n tall i bredden:

a11 a12 A1n
a21 a22 a2n
Aml  Am2 Amn

Kolonnene i matrisen er fplgende kolonnevektorer:

aii @12 A1n
a21 a22 A2n
Am1 am?2 Amn

Radene i matrisen er fglgende radvektorer:

[a1 a2 -+ a1y
[a21 a2 -+ agz)
[aml am2 - amn]

Eksempel 4.1. Kolonnene til matrisen

AN

3 1—7 4
er:
5+1 0 -2
300 |1—i| % |4
Radene er:
B+i 0 —2] og [3 1—i 4 A

Mange av matrisene vi vil mgte, er totalmatriser
til ligningssystemer, men ikke alle. Merk at for et
ligningssystem med m ligninger og n ukjente, er to-
talmatrisen en m x (n + 1)-matrise. De forste n ko-
lonnene er koeffisientene i ligningene, mens den siste

kolonnen (altsa den lengst til hgyre) er lgsningene til
de m ligningene.
Hvis vi har en liste med kolonnevektorer

Vi, V2, ..., Vp,
kan vi lage en m x n-matrise

Vi va - V]
der disse er kolonner.

Eksempel 4.2. La
2 1
vi= |0 og vo = |1
4 2

veere to vektorer i R%. Da blir

A

Vi v =

= O N
DO = =

Pa samme mate kan vi, hvis vi har en liste med
radvektorer

ry, rs, ..., I';m,

lage en matrise
r
ra

I'm

med disse vektorene som rader.

Eksempel 4.3. La
r = [22’ 1], ro = [1 0] 0og r3= [2 4—@‘}

veere tre radvektorer i C2. Da har vi:

) 2 1
ro| = 1 0 A
rs 2 4—1

Noen ganger vil vi bruke tilsvarende notasjon for a
bygge opp en matrise av andre matriser, eller av en
kombinasjon av matriser og vektorer.

Eksempel 4.4. La A og B veere matriser, og v en
vektor:

3 1 5 9 2 6
A=|0 2 B=1|-1 5 4 v=|8
71 10 0 3 -5



Da kan vi skrive
31 5 9 2 6
[A B V] =10 2 -1 5 4 8 A
7 1 10 0 3 -5

En n x n-matrise kaller vi en kvadratisk matrise.

Produkt av matrise og vektor

La
A= [al as - an]
veere en m X n-matrise med vektorene aj, as, ..., a,

som kolonner, og la

U1
V2

Un

veere en vektor i R™ (eller en vektor i C™). Vi definerer
produktet Av av A og v som lineserkombinasjonen av
kolonnene i A med tallene i v som vekter:

Av = ajv1 +aguy + - -+ av,

Merk at produktet Av bare er definert nar bredden
av matrisen A er lik hgyden av vektoren v.

Eksempel 4.5. Vi regner ut produktet av en 2 x 3-
matrise og en vektor i C3:

s+io0 2|2
31-i 4|,

_ 5;2] o4 {10—1] (=1 + [—42} .3
= [ 20 D]
B 4+ 2@}

|17+

Merk at resultatet blir en vektor i C2. AN

Utregningen () viser en mer direkte mate a regne
ut produktet Av pa: Tallet som skal veere pa forste
posisjon i resultatvektoren far vi ved & gange tallene
fra forste rad i A med tallene i v, og legge sammen re-
sultatene. Tallet pa andre posisjon i resultatvektoren
far vi pa samme mate fra andre rad i A.

Generelt har vi at dersom

a11 @12 -t Gln U1

a21 Az - A2 V2
A= . . . og v=1_1,

Am1 Am?2 Tt Amn Un

sa kan vi regne ut produktet Av pa fglgende mate:
a11V1 + a12V2 + - -+ A1 Up
G21V1 + Q22V2 + - -+ + A2,Vn
Av =

Am1V1 + Amav2 + -+ - + GmnUn

Teorem 4.6. Hvis A er en m X n-matrise, v
og w er vektorer i R™ og ¢ er en skalar, sa har
vi folgende likheter:

A(v+w) = Av+Aw 0g A(ev) = c(Av)

Det er verdt & merke seg hva som skjer hvis vi
ganger en matrise med en vektor der ngyaktig ett av
tallene er 1, og resten er 0. La oss teste dette med en
eksempelmatrise:

Eksempel 4.7. Vi ganger 2 x 3-matrisen

C[54+i 0 =2
A=1"3 10 4

med de tre vektorene

1 0 0
e = 0 y €y = 1 og e3 = 0
0 0 1

og far fplgende:

[5+i
Ae1 = i 3 :|
[0
Aea =1y z}
[—2
Aeg = i 4 :|
Resultatene ble altsa de tre kolonnene 1 A. A

Generelt har vi at hvis A er en m xn-matrise, og e,
e, ..., e, er enhetsvektorene, altsa vektorene som er
slik at e; har et 1-tall i sin ¢-te koordinat og bare 0-er
ellers, sé er

Aey, Aes, ..., Ae,

ngyaktig samme vektorer som kolonnene i A, altsa
har vi

A:[Ael Ae; ... Aeb].

Matriseligninger

Ved a bruke definisjonene fra forrige avsnitt kan vi
na skrive om et linesert ligningssystem som en ma-
triseligning, altsa en ligning pa formen

01171 + G12T2 + -+ - + A1 Ty = by

a21%1 + A22%2 + -+ - + A2 Ty, = by

Am1T1 + G222 + -+ -+ ApTn = bm

til en ligning pa formen

a11 @12 - Gln x b1
a21 a2 -+ G2n T2 bo
Am1 Am2 et Amn T bm

Altsa far vi en ligning
Ax=Db

der A og b er kjente (hhv. en matrise og en vektor),
og x er en ukjent vektor.



Eksempel 4.8. Ligningssettet

20+ 3y =9
—x + 6y =3

kan skrives om til ligningen

% 346

A
Sum og skalering av matriser
La A og B vere to m X n-matriser:
aip - Qin bir 0 bin
az1 -+ Q2n bar 0 ban
A= . ) . B =
Am1  *° Gmn b1 - bmn

Vi definerer summen A+ B som en ny m X n-matrise,
sann:

a1 + b1 a12 + bia G1n + bin

a1 + bay a22 + b2 a2y, + ban
A+B =

Gm1 +bm1  Gm2 + b2 Qrn + bmn

Produktet av et tall og en matrise defineres sann:

c-a c-aig e C-Q1n

c.a21 c.a22 e C.a2n
cA =

C Aml1 C*Qm2 C* Amn

Teorem 4.9. Hvis A og B er m X n-matriser,
v er en vektor og c er en skalar, sa har vi
folgende likheter:

(A+B)v = Av+DBv 0g (cA)v = c¢(Av)

Vektorer som matriser

Hittil har vi snakket om vektorer og matriser som
to forskjellige ting, men vi kan ogsa velge a se pa
vektorer som et spesialtilfelle av matriser der enten

hgyden eller bredden er 1.
En kolonnevektor

U1
V2

Um
kan vi tenke pa som en m x 1-matrise, og en radvektor
[wl Wao . e wn]

kan vi tenke pa som en 1 X n-matrise.

Eksempel 4.10. La v og w vere henholdsvis en
kolonnevektor og en radvektor:

5
w=1[2 3 1]

Vektoren v kan vi ogsa se pa som en 3 x 1-matrise,
og vektoren w kan vi se pa som en 1 X 3-matrise.
Hvis vi velger & tenke pa w som en matrise og v
som en vektor, sa kan vi gange dem sammen med den
vanlige regelen for produkt av matrise og vektor:

5
w-v=[2 3 1]-|-2
4

=[2-5+3-(-2)+1-4] = [§]

Resultatet blir vektoren [8] i R'. En vektor i R!
bestar av kun ett tall, og vi vil vanligvis si at en slik
vektor er det samme som det ene tallet. Med andre
ord kan vi slgyfe klammene og ganske enkelt skrive:

w-v =28, A

Generelt har vi at produktet av en radvektor og en
kolonnevektor er gitt ved folgende uttrykk:

(w1 wy - Wy = W1V + W2+ - AWy Uy

Un

Legg merke til at dette er prikk-produktet av to
vektorer (som ogsa noen ganger kalles skalarproduk-
tet), som du leerte om pa videregéende skole.

Matrisemultiplikasjon

Hvis x er en vektor i R™ eller C"™ og A er en m X n-
matrise, er altsa Ax en vektor i R™ eller C™, hen-
holdsvis. Sa vi kan tenke pa det & multiplisere med A,
som en funksjon f, fra R™ til R™ eller C™ til C™. Vi
skal senere se mye pa denne typen funksjoner, som vi
vil kalle lineertransformasjoner. Noen av de opera-
sjonene pa matriser vi skal se pa na, er motivert fra
at vi gnsker a tenke pa matrisemultiplikasjon som
funksjoner.

Nar vi ganger en vektor med en m X n-matrise, kan
vi altsa tenke pa det som en funksjon fra R™ til R™.
Multiplikasjon av to matriser A og B vil vi tenke pa
som sammensetning av funksjoner, og vil derfor at

fglgende likhet skal holde:
(AB)v = A(Bv)

Funksjonen fg, som er “a4 gange med B”, skal virke
fgrst, og sa virker funsjonen f4, som er a gange med
A. Hvis dette skal gi mening og A er en m X n-matrise,
mens B er en p X ¢g-matrise ma vi da ha at n = p,
siden fp spytter ut elementer i RP og da ma input til
fa ogsa veere i RP.

Re 2, gp —Rr J4, gm

fas



Altsa skal sammensetningen av funksjonene fp og
fa veere funksjonen fap.

Hvordan kan vi definere produkt av matriser slik
at dette fungerer? La oss forst se pa et eksempel.

Eksempel 4.11. La A og B vere fglgende to 2 x 2-

matriser:
3 -5 4 3
O B

Vi har lyst til & finne matrisen AB som skal veere slik
at (AB)v = A(Bv) for alle vektorer v i R2.
Vi ser forst pa multiplikasjon med enhetsvektorene.

ol = [

Vi vet fra tidligere at hvis vi ganger en 2 x 2-matrise
med en av disse vektorene, sa far vi ut den forste eller
den andre kolonnen i matrisen.

Vi regner ut:

1 4
7o) =3
1 3 5| |4 2
a(el]) = 7 -
Det vi er ute etter er at AB skal veere slik at

(AB)v = A(Bv)

for alle vektorer v. Spesielt ma vi da ha:

amfa] =4 (s]s]) = |2
Men det & gange med vektoren
b
0
er det samme som a plukke ut forste kolonne av ma-

trisen, sa vi har na funnet ut at forste kolonne i ma-
trisen AB ma veere:

2

22

Pa samme mate finner vi andre kolonne i AB:
of)-E
G- -1
nf]-+(s1])-[5

Dette betyr at andre kolonne i AB ma veere:

)

Dermed kommer vi frem til at produktet av A og B

er:
2 4
AB = [22 13} =

La oss na generalisere det vi gjorde i eksempelet.
Forelgpig ser vi pa generelle 2 x 2-matriser, og sa tar
vi det helt generelle tilfellet, med matriser av vilkarlig
storrelse, etterpa.

La A og B vere to 2 x 2-matriser, og la

oof] e

veere de to spesielle vektorene vi brukte i eksempelet
over. La by og by veere kolonnene i B, slik at vi har:

B=[b; by]
P& samme mate som i eksempelet far vi na:

(AB)e1 = A(Bel) = Ab1
(AB)EQ = A(Beg) = AbQ

Dette betyr at forste kolonne i matrisen AB ma vee-
re Aby, og andre kolonne ma veere Ab,. Vi far altsa:

AB = [Ab, Ab,]

Hvis vi lar a; og as veere radene i A, sa gir dette oss
at:

| b1 albg
AB = |:32b1 a2b2}
For a virkelig gjgre dette detaljert, kan vi skrive opp
ngyaktig hvordan vi finner hvert tall i AB ut fra hvert

enkelt av tallene i A og B. Hvis

A— {an au] B {bu b12} ’
as1 a92 b21 b22

sa far vi:

AB — a11b11 + a12b21  a11b12 + a12bao
a21b11 + a22b21  a21b12 + a22bae

Merk hvordan dette siste uttrykket er bygd opp. Nar
vi skal finne tallet som skal sta pa en bestemt posisjon
i AB, gar vi bortover den tilsvarende raden i A og
samtidig nedover den tilsvarende kolonnen i B. Vi
ganger sammen tallene vi finner i A med de vi finner
i B, og legger sammen disse produktene. Altsa er
elementet i rad 7 og kolonne j i AB prikkproduktet
avrad i i A og kolonne j i B.

Alt det vi gjorde na fungerer helt tilsvarende nar vi
gar til stgrre matriser enn 2 x 2. Men for at det skal ga
an a gange sammen to matriser A og B, ma de vere
<kompatibles i stgrrelse. Vi finner produktet AB ved
a kombinere rader fra A med kolonner fra B. Altsa
ma A ha like mange kolonner, som B har rader, eller
med andre ord: vi kan bare gange en m X n-matrise
med n X p-matrise, der m og p kan vaere alle mulige
positive heltall.

Basert pa det vi har gjort na lager vi en generell
definisjon av matrisemultiplikasjon.

Definisjon. La A veere en m X n-matrise med rader
ai, asz, ..., a;,, og la B vaere en n X p-matrise med
kolonner by, bs, ..., by:

ai
as



Da er produktet av A og B en m X p-matrise definert
ved:

a1b1 alb2 tee albp

a2b1 a2b2 s agbp
AB = .

a,b; ayby --- ayb,

A

Hvis vi lar A og B veere som i definisjonen, kan vi
ogsa skrive produktet slik:

AB=[Ab, Ab, --- Ab,]

NB: Merk at en m X n-matrise A ganget med en
n X p-matrise B gir en m X p-matrise AB.

Huskeregel: [mx ﬁ . ﬁ Xpl=|mXxp

Eksempel 4.12. La A og B og C vere fglgende
matriser:

C[5+i 0 =2
A‘[s 1—i 4]

5 1
B=1|1 0 C:Bﬂ
5 4

Siden A er en 2 X 3-matrise og B er en 3 X 2-matrise,
er AB en 2 x 2-matrise. Vi regner ut denne matrisen
ved & bruke definisjonen:

AR — |GHD24014(=2)2 (5+)-1+0-0+(-2)-4
3-24(1—i)-144-2 3-14(1—i)-04+4-4

_|6+20 =3+

o |15—i 19
Hvis vi ganger sammen de samme to matrisene i mot-
satt rekkefglge, far vi en 3 x 3-matrise:

[2.(5+49)+13 2.041.(1=0) 2(-2)+14
BA = [1.(549)403 1.040-(1—¢) 1.(—2)+04
[2:(5+i)+43  2:0+4:(1—i)  2(—2)+44
[1342¢ 1-¢ 0
= | 5+ 0o -2
_22+2i 4—44 12

Produktet av matrisene B og C blir en 3 X 2-matrise:

5 8
BC=|1 2
14 20

Men produktet C'B er ikke definert, siden C er en
2 x 2-matrise og B en 3 X 2-matrise.

Vi kunne ogsa regnet ut for eksempel C'A, men AC
er ikke definert. A

La oss ta ett eksempel til for & vise en mate a
systematisere utregningen pa nar vi regner ut et ma-
triseprodukt.

Eksempel 4.13. La

1 2 3
A[? 3 2] og B =

(L R w]
© = W
W N =

Vi gnsker a regne ut produktet AB. Da kan vi orga-
nisere matrisene i en tabell, med A i nedre venstre
hjgrne og B i gvre hgyre hjgrne, slik:

0 3 1
7T 1 2
5 9 3
1 2 3|a b c
7 3 2|d e f

Na finner vi hvert element i produktet ved a ta prikk-
produktet av raden og kolonnen som peker inn mot
elementet:

0 3 1 0 3 1
7 1 2 7T 1 2
5 9 3 5 9 3
1 2 3la b c 1 2 3|lalb c
7 3 2|d e f 7 3 2|d e f
a=1-042-743-5 b=1-3+2-14+3-9

Fortsetter vi etter samme mognster far vi til slutt

{123}031 {293214}

73 92/ |7 L 2 =51 42 10

5 9 3
A

Legg merke til at matrisemultiplikasjon — i motset-
ning til multiplikasjon av vanlige tall — ikke er kom-
mutativt. Det vil si at faktorenes rekkefglge spiller en
rolle: AB er ikke ngdvendigvis det samme som BA.

Mange andre regneregler fungerer like bra med ma-
triser som med tall, la oss se pa noen.

7~

Teorem 4.14. La A, B og C vere matriser,
v en vektor, og c et tall. I hver del av teoremet
antar vi at storrelsene pa matrisene og vekto-
ren er slik at alle operasjonene som brukes er
definert.

(a) Matrisemultiplikasjon er en assosiativ
operasjon, det vil si:

A(BC) = (AB)C
Et spesialtilfelle av dette er folgende:

(AB)v = A(Bv)

(b) A skalere et matriseprodukt er det samme
som a skalere én av faktorene og deretter
multiplisere:

(cA)B = ¢(AB) = A(cB)
(c) Matrisemultiplikasjon distribuerer over

addisjon av matriser, det vil si:

AB+C)=AB+ AC og
(A+B)C = AC+ BC

Vi skal ikke gjgre detaljene i beviset for Teorem
Men tenk litt pa (a). Prover du & regne ut



A(BC) og (AB)C for matriser A, B og C pa gene-
rell form, blir det mye regning og litt stygge uttrykk.
Men: Vi vet at sammensetning av funksjoner (helt
generelt) er en assosiativ operasjon. Siden a multipli-
sere med en m x n-matrise A er en funksjon fa fra
R™ til R™, blir (a) en direkte konsekvens av dette, og
vi slipper a regne ut noe som helst.

Transponering

Vi har hittil snakket om aritmetiske operasjoner pa
matriser som tilsvarer operasjoner vi kan gjgre med
tall: addisjon og multiplikasjon. Operasjonen trans-
ponering, derimot, er spesiell for matriser, og gar ut
pa at vi bytter om rader og kolonner.

Definisjon. La

11 ai2 - Qin

a21 a2 -+ G2pn
A =

Am1 Am?2 Tt Amn

veere en m X n-matrise. Den transponerte av A er
n X m-matrisen

ay; G210 Gml
AT Q12 G2 - Am2
A1np Q2n s Qmp
der radene og kolonnene i A er byttet om. A

Eksempel 4.15. Hvis vi lar A veere matrisen

C[5+i 0 =2
A=1"3 120 4

sa er den transponerte av A gitt ved:

54+4i 3
AT=1 0 1—i
) 4

A

Vi tar med noen regneregler for transponering.

Teorem 4.16. For enhver matrise A har vi:
(AT)T = A.

Hvis A og B er matriser slik at produktet AB
er definert, sa er:

(AB)T =BT - AT.

Identitetsmatriser

La I = I,, veere den kvadratiske n X n-matrisen

100 - 0
010 -0
=001 0
000 1

Daer I - A = A for enhver n x p-matrise A og
B - I = B for enhver m x n-matrise B. Spesielt er
I -x = x for enhver vektor x. (Oppgave: sjekk alt
dette).

Derfor kalles I = I,, en identitetsmatrise, eller en
n X n-identitetsmatrise.

Eksempel 4.17. Identitetsmatrisen av storrelse 2

er:
1 0
b=

Vi sjekker enkelt at vi kan gange en hvilken som helst
2 x 2-matrise med I, til venstre eller hgyre, uten at
noe endres:

air ape| |1 O :-a11-1+a12~0 ai1-0+apz-1
a1 az| |0 1 (@21 - 1+az2-0 ag1-0+age-1
:_an a12
|a21 G922
1 0] (a1 a2 :_1~a11+0-a21 1-a12+0-as
0 1] [a21 a2 0-a11+1-a21 O0-a12+1-a2
:_an a12
(@21 ag2

Potenser av matriser

Hvis A er en kvadratisk matrise, sa kan vi gange A
med seg selv. Vi definerer potenser av A pa tilsva-
rende mate som potenser av tall:

A2 = A A,
A3 = A-A- A,

og sa videre. Generelt definerer vi at A opphgyd i
n-te er produktet av A med seg selv n ganger:

A" =A- A A
—_—

n ganger

Uttrykket over gir mening, siden multiplikasjon av
matriser er assosiativt, som vi s& i Teorem Et
spesielt tilfelle er a opphgye i 0-te. For tall har vi
definert at a® = 1. Men vi vet jo at for matriser spiller
identitetsmatrisen den samme rollen som 1 gjgr for
tall. Derfor definerer vi at en n x n-matrise opphgyd
i O-te blir identitetsmatrisen av stgrrelse n:

A =1,

Inverser

For multiplikasjon av tall har vi identitetselemen-
tet 1, med egenskapen 1-z = x = x - 1. Dessuten har
vi inverser. Gitt et ikke-null tall a finnes et tall b,
inversen til a, som er slik at

a-b=1.

Inversen til a er selvfglgelig bare tallet 1/a. For ek-
sempel: Inversen til tallet 5 er 1/5, og inversen til 3/4
er 4/3.

Kan vi pa tilsvarende mate finne inverser til ma-
triser? Igjen begrenser vi oss til & se pa kvadratiske

|
|



matriser, og spgrsmalet blir: Gitt en n x n-matrise A,
finnes det en matrise B som er slik at likhetene

A-B=I,=B-A

er oppfylt?
Vi tar et eksempel for & se hvordan noen slike ma-
triser kan se ut.

Eksempel 4.18. La A og B vere fglgende 2 x 2-
matriser:
[4 -2 |-1/2 1
A=l3 4| o B= [—3/2 2}

Da kan vi regne ut at

4 2] [-1/2 1] _[1 o] _
A-B=3 —1] {—3/2 2}_{0 1}_12

og
_|-1/2 1114 -2 |1 O] _
B-A= [3/2 2} {3 1} - [0 1} = Iz
Disse matrisene oppfyller altsa likhetene
A-B=I,=B-A. AN

Vi definerer begrepet «invers> ved a bruke disse
likhetene.

Definisjon. La A veere en n X n-matrise. En invers
til A er en n X n-matrise B som er slik at

A-B=1,=B-A.
En matrise er inverterbar hvis den har en invers. A

Denne definisjonen gir opphav til noen apenbare
sporsmal:

e Finnes det kvadratiske matriser som ikke har
noen invers? (Vi har gitt et eget navn, <inverter-
bar>, til matriser som har invers. Dette hinter
ganske sterkt om at det bgr finnes matriser som
ikke har invers ogsa.)

e Kan en matrise ha mer enn én invers?

Det forste sporsmalet besvares ved en oppgave:

Vis at ingen av matrisene
0l
A= 0 0]
og 5 )
1 0
S 0 0]
og ) i
1 1
U= |1 1]
er inverterbare.

Det andre spgrsmalet besvarer vi med et teorem.

Teorem 4.19. Hwvis en matrise er inverter-
bar, sa har den ngyaktig én invers.

Bevis. La A veaere en inverterbar n X n-matrise. Anta
at B er en invers til A, og at C ogsa er en invers til A;
det vil si at

A-B=I1,=B-A og A-C=1I,=C-A.

Vi vil vise at B og C' ikke kan vere forskjellige, altsa
at vi ma ha B=C.

La oss ta utgangspunkt i produktet BAC. Dette
kan vi skrive som enten (BA) - C eller B - (AC), og
i hvert tilfelle far vi (ved & bruke likhetene over) at
uttrykket i parentes blir identitetsmatrisen. Vi setter
dette sammen og far:

C=1I, C=(BA)-C=B-(AC)=B-1,=B

Vi har altsa kommet frem til at B = C, sa inversen
er entydig. O

Na som vi vet at en matrise A ikke kan ha mer
enn én invers, kan vi slutte & snakke om <en in-
vers til A> i ubestemt form. Isteden sier vi «inversen
til A> og kaller denne A~1.

Eksempel 4.20. I eksempel [{.I8 er matrisen B in-
versen til A; vi har altsa at A~! = B. Vi far dessuten
at A er inversen til B, slik at B~ = A. A

Hvorfor er inverser interessante? En grunn er at de
kan fortelle oss noe om lgsninger av ligninger.
Hvis vi skal 1gse en ligning

ar=2>b

der a og b er tall, sa vil vi selvfglgelig dele pa a for a
fa x alene pa venstresiden. Det er det samme som a
gange med inversen til a.

Nar vi skal Igse en matriseligning

Ax = b,

sa kan vi ikke dele pa A. Men hvis A er inverterbar,
sé kan vi gange med inversen til A. Det gjgr at vi kan
konkludere med at ligningen er lgsbar og at lgsningen
er entydig. Vi skriver opp dette som et teorem.

Teorem 4.21. La A vere en nxn-matrise, og
b en vektor. Hvis A er inverterbar, sa har lig-
ningen Ax = b entydig lgsning, og lgsningen
erx=A""'-b.

Bewis. Vi sjekker ved innsetting at x = A~ -b er en
lgsning av ligningen. Vi har:

A (A1 b)=(A-AY)-b=1I,-b=Db
Det betyr at x = A~! - b er en lgsning.
Na ma vi sjekke at den er entydig. Fra ligningen

Ax = b far vi ved & gange til venstre med A~! pa
begge sider av likhetstegnet:

A'Ax = A"'b

Men siden A~'A = I, kan venstresiden her forenkles
til I,,x, som bare er x. Dermed har vi:

x=A"'b

Det betyr at dette er den eneste lgsningen av lignin-
gen, og beviset er ferdig. O



Eksempel 4.22. La oss se pa fglgende ligning:

b == 13

Fra eksempel vet vi at matrisen pa venstresiden
av denne ligningen er inverterbar, og at inversen er:

.

Da sier teorem [£.21] at ligningen har entydig lgsning,
og at lgsningen er:

o |-1/2 1| (2] |4
R 1
Vi skal senere se hvordan man finner inversen til
en inverterbar matrise. For vi gjgr det, skal vi se pa
en generell teknikk for a lgse flere ligningssystemer

samtidig. Denne teknikken skal vi deretter bruke til
a finne en metode for a regne ut inverser.

Samtidig lgsning av flere systemer

Vi husker at et linesert ligningssystem kan skrives
som en matriseligning Ax = b, og at vi lgser det ved
& gausseliminere totalmatrisen [ A ‘ b ]

Anta na at vi vil lgse flere systemer

AX1 =
AX2 = b2
AXt = bt

med samme koeffisientmatrise A, men forskjellige hgyresidevektorer

by, by, ..., b;. Det kan vi selvsagt gjore ved a utfore
gausseliminasjon pa totalmatrisene til alle systeme-
ne:

[ Al ]
(4 bs ]
[A b

Siden venstre side er lik for alle ligningssettene, gjor
vi da egentlig den samme gausseliminasjonen mange
ganger. Det eneste som blir forskjellig er hva vi far
i siste kolonne. Vi kan spare oss for arbeid ved a sla
sammen totalmatrisene til den ene matrisen

[ A|bi by b |,

og gausseliminere den.

Eksempel 4.23. La A vare fglgende matrise:
2 =2
=[5
Vi vil Igse disse tre systemene:

e[ el e

Vi lager en kombinert totalmatrise for alle systemene,
og gausseliminerer den:

2 —2| -2 10 —4 1 3] 7 1 0
1 3|7 1 0 2 2| -2 10 —4
1 3 1 0
|0 -8 68—4

N'137 1 0

0 1]2 -1 1/2
1 01 4 -3)2

0 1]2 -1 1/2

Den siste matrisen her er pa redusert trappeform, og
na kan vi finne lgsningene av de tre systemene ved a
se pa de tre hgyresidene i denne matrisen:

o] w4 ]

Beregning av inverser

) e

La oss na se pa hvordan vi kan regne ut inverser.
Anta at vi har en n X n-matrise A. Vi vil finne ut om
den er inverterbar, og i sa fall vil vi finne inversma-
trisen A~

Vi ser pa ligningen

AX =1,

der X er en ukjent n X n-matrise. Hvis vi lar

X1, X2, «..y Xp
veere kolonnene i X, altsa
X = [xl X9 xn] ,

sa kan vi skrive produktet AX slik:

AX = [Axl Axo Axn]
La oss gi navn til kolonnene i identitetsmatrisen I,,
ogsa:

I, = [61 € en}

Det vil si at e; er den vektoren i R™ som har et 1-tall
pa posisjon i, og bare 0-er ellers.

Na kan vi, ved & se pa hver kolonne, skrive om
ligningen AX = I, til disse n ligningene:

AXl =€
AX2 = €9
Ax, = e,

Dermed kan vi bruke teknikken vi beskrev over for a
lpse flere ligningssystemer samtidig. Da ma vi gauss-
eliminere matrisen
[Aler e en J=[ AL ]
for a lgse disse systemene.
La oss ta et eksempel for a se hvordan dette blir i
praksis.

|

|
|



Eksempel 4.24. Vi vil forsgke a invertere fglgende
matrise:

1 -1 -3
A=10 1 3
2 -2 -1

Vi folger ideene beskrevet over, sa vi finner en matrise
X slik at AX = I3 ved a lgse fglgende tre systemer:

1 0 0
AX1 =10 AX2 =11 AX3 =10
0 0 1

Vi setter opp den kombinerte totalmatrisen for de tre
systemene og gausseliminerer:

1 -1 =3|1 0 0 1 -1 =3]1 0
01 3|0 10 ~|0 1 3]0 1
2 -2 —-1]|0 0 1 0 51-2 0

(1 -1 =3] 1 0

~(0 1 3|0 1

0 0 1 |-%20

1 0 0] 1 1 0

~l0 1 3]0 10

00 1|-2 0 £

1 0 0/ 1 1 o0

~l0 10 2 1 =3

00 1|-2 0 1%

Vi far altsa folgende lgsninger:

1 1 [0
X1 = 6/5 X9 = 1 X3 = *3/5
—2/5 0 | 1/5

Na& finner vi matrisen X ved a bruke x;, X2 og X3
som kolonner:

1 1 0
X=1|6/5 1 -3/5
~2/5 0 1/5

Vi har funnet X ved a lgse ligningen AX = I3.

Hvis du prover a gange dem sammen motsatt vei,
vil du oppdage at vi ogsa har X A = I3. Dette betyr
at X er inversen til A4, altsd at A~! = X. A

I eksempelet lgste vi ligningen AX = I3, og det
viste seg at matrisen X som vi fant ogsa oppfylte
likheten X A = I3, slik at vi kunne konkludere med
at A7l = X.

Dette var ikke en tilfeldighet — det er faktisk alltid
nok & lgse ligningen AX = I, for a finne inversen
til A. Vi skal bevise dette, men vi tar forst et lemma
(hjelperesultat) som vi skal bruke i beviset vart.

Lemma 4.25. La A og B vere n x n-matriser. Der-
som
[ AL ]~ [ 1] B,

sa er AB = 1,,.

Beuvis. Vi viste over (i diskusjonen fgr eksempel [4.24))
at vi kan Igse ligningen AX = I, ved a gausseliminere
matrisen

[ AL ]

mo o P OO

Na har vi antatt at
[A|L | ~[1.|B],

og siden den andre matrisen her er pa redusert trappe-
form, er det den vi ender opp med nar vi gausselimi-
nerer. Det vil si at X = B er lgsningen av ligningen
AX =1,, altsa har vi AB =1I,,. O

Na er vi klare for a bevise at metoden var for a
finne inverser fungerer.
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Teorem 4.26. La A vere en n X n-matrise.
(a) A er inverterbar hvis og bare hvis A ~ I,.

(b) Hwvis A er inverterbar, sa kan vi finne in-
versen ved da gausseliminere matrisen

[ AL ]

til redusert trappeform og lese av hgyre
halvdel av den resulterende matrisen.
Med andre ord: Resultatet av gausselimi-
nasjonen blir folgende matrise:

[ L[ A7 ]

\. J

Bevis. Nar vi gausseliminerer matrisen
[ A1 ]

til redusert trappeform, ma venstre halvdel av den
resulterende matrisen enten bli I,,, eller en matrise
med minst én nullrad. Men i hgyre halvdel kan det
ikke bli noen nullrader, for enhver rad vi far etter a
ha gjort radoperasjoner pa I, er pa formen

a1r] + agry + -+ + apry

der ry, ro, ..., 1, er radene i I, og minst én a; er
ulik 0. Dette betyr at hvis vi far en nullrad i venst-
re halvdel av trappeformmatrisen, sa har ligningen
AX = I, ingen Igsning, og dermed er A ikke inver-
terbar. Dermed har vi vist én halvdel av pastanden i
del (a): Hvis A er inverterbar, sa ma vi ha A ~ I,,.

La oss na anta at A ~ I,. Vi vil vise at da er
A inverterbar, og at metoden beskrevet i del (b) gir
riktig svar. La B veere matrisen vi far som svar ved a
bruke denne metoden. Det vil si at folgende matriser
er begynnelsen og slutten av gausseliminasjonen vi
utfgrer:

(AL~ [1|B].

Na sier lemma [£.25] at AB = I,,.
La oss stokke litt om pa kolonnene i matrisen

[ AT ]
og isteden se pa fglgende matrise:
[ L] A]

Hvis vi utfgrer akkurat de samme radoperasjonene
pa denne som vi gjorde i gausseliminasjonen av den
forste matrisen, sa far vi akkurat samme resultat,
men med tilsvarende omstokking av kolonnene, altsa:

[ B| L]



Dette betyr at disse matrisene er radekvivalente:
[ Bl ]~[1n]A]

Ved a bruke lemma [4.25] igjen, pa denne siste rad-
ekvivalensen, far vi at BA = I,,.
Vi har altsa vist at vi har

AB =1, = BA,

som betyr at B er inversen til A. Det vil si at vi har
bevist andre halvdel av del (a) (hvis A ~ I,,, sd er A
inverterbar), og vi har bevist at metoden i del (b) gir
riktig svar. O

Det alt dette betyr i praksis er at hvis vi har en
matrise A som vi har lyst til & invertere, sa setter vi
opp matrisen

[ AT ]
og gausseliminerer. Da er det to muligheter. Enten far
vi en nullrad i venstre halvdel, og da er A ikke inver-
terbar. Eller s& kommer vi frem til redusert trappe-

form uten noen nullrad i venstre halvdel, og da har
vi matrisen

[ L[ A™ ]

der inversen til A kan leses av i hgyre halvdel.

Finn den inverse til matrisen

S O =
o = O
==

Formel for invertering av 2 x 2-matrise

Det finnes en formel for den inverse til en 2 x 2-
matrise.
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Teorem 4.27. La

Da er

Beuwis.
1 _la b . 1 d —b| [1 0] _
447 = {c d] ad — be [—c a] o [0 1] =1

Produktet A~'A = I, beregnes pa samme vis. O

Det finnes tilsvarende formler for n x n-matriser, men
det er fryktelig kjedelig. Vi gausseliminerer heller.
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