Kapittel 12

Interpolasjon, regresjon og markovkjeder

I dette kapittelet skal vi se pa noen anvendelser. In-
terpolasjon er en enkel anvendelse av teknikker fra de
forste kapitlene, mens minste kvadraters metode og
regresjon er anvendelser av projeksjonskapitlet. Til-
slutt skal vi se pa markovkjeder, som er en anvendelse
av kapitlet om egenverdier og egenvektorer.

Minste kvadraters metode

Dette er en teknikk for & finne tilnsermede lgsninger
til systemer med flere ligninger enn ukjente. La oss
si at A er en reell m x n-matrise, og at x og b er
kolonnevektorer i henholdsvis R™ og R™. Vi gnsker a
betrakte systemet

Ax=Db

for m > n. Husk fra Vektorromskapitlet, at slike sys-
temer har lgsning bare nar b ligger i kolonnerommet
til A. Nar systemet ikke har lgsning, gnsker vi i stedet
a finne X som minimerer avstanden fra Ax til b. Vi
gnsker altsa at AX skal veere den ortogonale projek-
sjonen av b ned i kolonnerommet til A. Dette oppnar
vi ved a kreve at vektoren AX — b skal sta ortogonalt
pa kolonnerommet til A.

AX er punktet © kolonnerommet med minst avstand til b

Vi husker fra kapitlet om Projeksjon at nullrom-
met til A7 er det ortogonale komplementet til ko-
lonnerommet. Altsa ma vi ha

AT(Ax —b) =0,
som ogsa kan skrives som:
AT Ax = ATp.

Dette er et n x n-system som kalles normallignin-
gene. Lgsningen av systemet gir den x-en som mini-
merer avstanden fra Ax til b.

Vi skriver X for denne lgsningen av systemet.
Punktet A% er dermed punktet i kolonnerommet til
A som ligger neermest til vektoren b.

Definisjon. Vi kaller X den minste kvadraters
losning for Ax = b. VAN

Vi oppsummerer diskusjonen var i et teorem:

Teorem 12.1. La A vere en mXn-matrise og
b en kolonnevektor i R™. Mengden av minste
kvadraters lgsninger for systemet Ax = b er
lik lgsningsmengden for systemet

AT(Ax —b) =0.

Huvis n x n-matrisen AT A er inverterbar, fin-
nes det for hver b, en unik minste kvadraters
losning X for systemet Ax = b

Merk. Hvis A er en kompleks m x n-matrise og b er
en kolonnevektor i C™, kan vi spgrre om minste kvad-
raters lgsninger X til systemet Ax = b i C". Denne
mengden er da lik lgsningsmengden for systemet

A*(Ax —b) =0

der A* er den adjungerte matrisen A* = AT, som vi

definerte pa slutten av kapitlet om diagonalisering.
AN

I dette kapitlet skal vi fokusere pa reelle matriser.
For vi ser pa noen eksempler, bemerker vi:

Merk. Vi legger ogsa merke til at AT A alltid er en
symmetrisk matrise fordi

(ATA)T = AT(AT)T = AT A.

I det komplekse tilfellet har vi tilsvarende at A*A er
en hermitsk matrise. A

Merk. Grunnen til at det kalles minste kvadraters
metode er at avstanden ||v — w|| mellom to punkter
v og w i R™ males ved a ta kvadratroten til summen
av kvadratene, det vil si

[v=wl* = (v1 —w1)? + (v —w2)* 4+ - -+ (v —wn)?,
der v; og w; er de ite koordinatene til henholdsvis v
og w. A minimere avstanden fra b til vektorene Ax
betyr derfor at vi minimerer en sum av kvadrater.

A



Eksempel 12.2. Vi gnsker a bruke minste kvadra-
ters metode pa systemet Ax = b med

-1 2 4
A=12 =3| ogb=|1
-1 3 2
Vi ganger matrisen A pa venstre side med sin trans-
ponerte )
r_ |-1 2 -1
A0 = { 2 -3 3]
og far
-1 2]
r, |-1 2 -1 ol ] 6 —11
AA_[Q -3 3 _21 33 =11 22|

Vi ganger b med AT og far

o [-1 2 -1 -4
o[22 3] <)

[\

Vi vil altsa finne lgsningen av systemet med totalma-
trise
6 —111|—4
—11 22 11 |-
Gausseliminasjon gir
6 —11| -4 6 —11| —4
-1 22 | 11 0 11 | 22
6 0 |18 10
0 11122 01

Lgsningen er

Dette betyr at vektoren
-1 2 3 1
Ax= |2 -3 [2} = |0
-1 3 3

er det punktet i kolonnerommet til matrisen A som
minimerer avstanden til punktet b. A

Eksempel 12.3. Vi vil finne minste kvadraters
lgsninger for systemet Ax = b med

A= ogb:

— ===
O O = =
—_—_-0 o
N 00O W =

Vi ganger matrisen A med sin transponerte pa
venstre side:

11111}8 4 2 2
ATA:1100101:220
00 1 1]} 4 ; 2 0 2
Videre ma vi ogsé beregne A”b:
1111;) 14
ATb:11008:4
00 1 1f |, 10

Na lgser vi systemet AT Ax = ATb:

[4 2 2|14 1 1 02
2 2014 |~]10 1|5
|2 0 2|10 2 1 1|7
(1 1 0]2 1 1 0|2
~(0 -1 13| ~|0 -1 1]3
|0 -1 1|3 0 0 010

Vi ser at systemet faktisk har uendelig mange
Igsninger som vi kan parametrisere ved hjelp av den
frie variablen ¢ = z3. En generell Igsning av systemet
blir da
5—1t 5 -1
=3+t =|-3|+t]|1
t 0 1

Med andre ord, er vektoren
5

%0 = | -3
0

en minste kvadraters lgsning til systemet Ax = b.
Men sa kan vi legge til alle vektorer som lgser syste-
met

1 1 0]0
0 -1 110
0 0 010
altsa alle vektorer y, slik at Ay = 0, som er ngyaktig
-1
alle vektorer t | 1
1
Vi konkluderer da at alle vektorer pa formen
5 -1
Xx=|-3|+t|1
0 1
for alle reelle tall ¢ er minste kvadraters lgsninger til
-1
systemet Ax = b. Vi bemerker at vektoren | 1
1

utspenner nullrommet til A. Det betyr at at vi har
Ax = AXg.

Vi kan derfor konkludere at punktet

110 s 2
. 110 2
ARo =1 o _03_5

10 1 5

er det unike punktet i kolonnerommet til A som har
minst avstand fra b. A

Interpolasjon og regresjon

Som en anvendelse av minste kvadraters metode ser
vi pa hvordan vi kan finne grafer som passer best til
observerte data. Fgrst ser vi pa interpolasjon, og sa
ser vi pa situasjoner der vi trenger minste kvadraters
metode.

Dersom vi har m + 1 punkter (x;,v;) i R?, der
x;-ene er forskjellig for alle punkter, vil det generelt
veere mulig a finne et (unikt!) reelt polynom

p(z) = apmaz™ + am71$m_1 + ...+ aix + ag,



hvor grafen gar gjennom alle disse punktene, altsa at
p(zi) =y

for alle 1 < i < m + 1. Dette kalles interpolasjon.

Setter vi inn for (z;,y;) i formelen for p(z), far vi
et (m+ 1) x (m+ 1)-ligningssystem, koeffisientene a;
er de ukjente, med totalmatrise

m—1

l"in Xy N 1 1 Y1
B |

Y2

1’%4_1 1’2;% Tm+1 1 Ym+1

Det kan vises at dette ligningssystemet alltid har unik
lgsning s lenge z; # x for j # k, men det skal
vi ikke gjgre. Det fglger at du alltid kan interpolere
m + 1 punkter med et polynom av orden m pa en
unik mate.

Eksempel 12.4. Vi prgver a finne et annengrads-
polyom som gar gjennom punktene (0,1),(1,0) og
(2,1).

Et annengradspolynom skrives p(z) = ax?+bx+c,
og vi skal altsa finne a, b, ¢, som passer til disse punk-
tene. Nar vi setter inn i p(z) vil disse tre punktene
gi oss tre ligninger:

c=1
at+ b+c¢=0
da+2b+c=1

Lgsningen er a =1, b = —2 og ¢ = 1, slik at polyno-
met blir p(z) = 22 —2r+1 = (z —1)2. Det er na lett
a sjekke at polynomet tar de rette verdiene i x = 0,
r=1o0gz=2. VAN

Dersom man prgver a utfore den samme prosessen
med et polynom som har orden n < m , vil man fa
det overbestemte (m + 1) x (n + 1)-systemet

n—1 1

xt ] o T Y1
n n—1 1
To To e X9 Y2

x?n+1 xnmlll Tm+1 1 Ym41

Dette systemet har ikke ngdvendigvis en Ilgsning.
Generelt kan vi derfor bare hape pa a finne et n-
tegradspolynom som minimerer avstanden til punk-
tene. Minste kvadraters metode er da akkurat tek-
nikken vi trenger for & finne polynomet som passer
til punktene. Prosessen a finne polynomet som passer
best til punktene kalles regresjon.

Det enkleste tilfellet er at vi har m punkter i R?
og vil finne den rette linjen som passer best til dis-
se punktene, dvs har minst avstand til alle punktene.
Dette problemet oppstar for eksempel nar vi observe-
rer data med to koordinater og vi vil finne en linezer
sammenheng som passer best til dataene.

Dersom (21,¥1),- - (Zm, Ym) er datapunkter i R?,
kan vi prgve & finne linjen

y=axr+b

som passer best til disse punktene. Om punktene lig-
ger pa en linje, kan vi enkelt finne a og b slik at

y1 =axr; +b, yo =azxes +0b,... 0g Yy = ax,, + b.

Disse ligningene kan vi samle i en matriseligning

xp 1 Y1

T2 1 Y2
A[Z}:ymedAz ogy =

Tm 1 Ym

(12.1)

Dette betyr at hvis vi kan lgse ligningssystemet
12.1], sa far vi linjen punktene ligger pa. Hvis punk-
tene ikke ligger pa en linje, kan vi bruke minste kvad-
raters metode pa systemet for a finne a og b som
gir oss linjen som approksimerer punktene best.

Merk. Man kan vise at minste kvadraters lgsning
gir oss linja som approkismerer punktene best, i den
forstand at summen av kvadratene av de vertikale
avstandene mellom punktene og linja er minst mulig.

A

Eksempel 12.5. Vi har observert datapunktene
(0,4), (1,-1), (2,1), (3,—3) og (4,—1). Vi vil finne
linjen y = ax + b som passer best til disse punktene.
Vi vil altsa finne minste kvadraters lgsning til sys-
a

temet A - [b} =y med

0 1 4
11 -1
A=12 1| ogy=|1
31 -3
4 1 -1

Vi ma altsa lgse ligningssystemet AT A {a] = ATy

b
30 10| |a| _ |—12
10 5|6 | 0|
Gausseliminasjon gir
30 10| —12 1 —-2|-6
10 5 0 2 110

1 o—2[-6] _[1 0]-6/5
0 5 |12 0 1|12/5 |°

som er

Lgsningen er a = fg and b = 1—52 Linjen som pas-
ser best til datapunktene er altsa gitt ved
y=a+bxr = —Q’c—i—g.
5 5
A



Vi kan ogsa spgrre om annengrads- eller n-
tegradspolynomer som approksimerer datapunktene
best. La oss derfor se pa et eksempel til:

Eksempel 12.6. Vi prgver a finne et annengrads-
polyom p(z) = az? + bz + ¢ som gar gjennom punk-
tene (0,1),(1,0),(2,1) og (3,2).

Vi setter inn de fire punktene i p(x) og far lignings-
systemet:

c=1
a+ b+c=0
4da+2b4+c=1
9a+3b+c=2

Dette systemet har ingen lgsning, men vi kan bruke
minste kvadraters metode. Koeffisientmatrisen er:

0 0 1
1 11
A= 4 2 1|’
9 3 1
mens hgyresiden b er:
1
0
b= 1
2
Den transponerte AT er:
01 4 9
AT=10 1 2 3
1 1 1 1

Vi ganger AT med A og b, og far

0149(1)(1)1 98 36 14
ATA:0123421:36146
111 1|y 5, 14 6 4
og
1
0 1 4 9], 22
ATb:01231:8
111 1], 4

Vima lgse systemet AT A = ATb, altsa systemet med
totalmatrise

98 36 14 | 22
36 14 6 | 8
14 6 4| 4
Lgsningen er

1

A

40

10

Markovkjeder

Vi begynner med et eksempel.

Eksempel 12.7. Barna i en barnehage heier pa fot-
ballklubbene Arsenal, Liverpool og Manchester Uni-
ted i Premier League. Barna har enda ikke bestemt
seg helt for hvilken klubb de liker best, og noen skif-
ter klubb fra sesong til sesong. Det viser seg at

e nar et barn heier pa Manchester United, er det
50 % sannsynlighet for at barnet fortsatt heier
pa Manchester United neste sesong, 30 % sann-
synlighet for at barnet heier pa Liverpool neste
sesong, og 20 % sannsynlighet for at barnet heier
pa Arsenal neste sesong;

e nar et barn heier pa Liverpool, er det 20 % sann-
synlighet for at barnet heier pa Manchester Uni-
ted neste sesong, 80 % sannsynlighet for at bar-
net fortsatt heier pa Liverpool neste sesong, og
0 % sannsynlighet for at barnet heier pa Arsenal
neste sesong;

e nar et barn heier pa Arsenal, er det 30 % sann-
synlighet for at barnet heier pa Manchester Uni-
ted neste sesong, 30 % sannsynlighet for at bar-
net heier pa Liverpool neste sesong, og 40 %
sannsynlighet for at barnet fremdeles heier pa
Arsenal neste sesong.

Vi oppsummerer denne informasjonen i en tabell,
der vi uttrykker sannsynlighetene ved desimaltall:

bytter fra MU L A til
05 02 03 MU
03 08 03 L~
0.2 0 04 A

Dette ser allerede ut som en matrise

0.5 02 0.3
M=103 08 03
02 0 04

Faktisk hjelper matrise- og vektorregning oss & finne
ut hvordan klubbsupporten skifter fra ar til ar. Der-
som fordelingen av barna pa klubbene i et ar er slik
at 50% heier pa4 Man United, 30% pa Liverpool og
20% pa Arsenal, kan vi skrive det som en vektor

0.5
X0 = 0.3
0.2

Etter en sesong blir fordelingen, dersom vi fglger reg-
lene for total sannsynlighet, da

0.5 0.2 03] 0.5 0.37
x1 =Mxo=1]03 08 03] [0.3] = [045
02 0 04] (02 0.18

Etter to sesonger blir fordelingen

0.5 0.2 03] [0.37 0.329
xg = Mx; = |03 08 0.3] [045| = [0.525
02 0 04| |0.18 0.146



Vi kan fortsette denne prosessen (under antagelsen
at barna forblir mange ar i barnehagen), og far for-
delingene x3 = Mxs, x4 = MX3 0sv.

Vi ser da at fordelingen endrer seg mindre og mind-
re etterhvert som tiden gar, og konvergerer mot vek-
toren

0.3
q= |06/,
0.1
som oppfyller ligningen
0.5 0.2 0.3 0.3 0.3

M-q= (03 08 03|-]06] =[06]=q.
02 0 04| |01 0.1
(12.2)

A

Dette er et eksempel pa en Markovkjede, som er en
en stokastisk sannsynlighetsmodell hvor man beveger
seg fra et stadium til det neste i en tilfeldig prosess
uten hukommelse om hva som har skjedd tidligere.
Altsa er neste trinn kun avhengig av det naveerende
og ikke av sekvensen foran.

Vi skal se pa Markovkjeder der overgangen fra et
trinn til neste kan beskrives ved en matrise.

Definisjon. En sannsynlighetsvektor er en vektor v
i R™ der alle koordinatene er stgrre eller lik 0 og sum-
men av koordinatene er lik 1.

En n x n matrise M kalles en stokastisk matrise
hvis kolonnene i M er sannsynlighetsvektorer, det vil
si at alle elementene er ikke-negative og kolonnesum-
mene er lik 1. A

Gitt en sannsynlighetsvektor xy og en stokastisk-
matrise M, kan vi sjekke at x; = M - xg ogsa er en
sannsynlighetsvektor. Derfor er ogsa xo = M - x; og
Xn4+1 = M -x,, en sannsynlighetsvektor. Vi oppfatter
X, som tilstanden pa tidspunkt n som oppstar fra
utgangstilstanden xg.

Definisjon. La M vaere en stokastisk matrise og xg
en sannsynlighetsvektor. Vi kaller fglgen av vektorene

{xn} forn=0,1,2,...
en Markovkjede. VAN

I eksempel studerte vi en Markovkjede, og ob-
serverte at den konvergerte til en stabil tilstand. Vi
stiller da det folgende spgrsmalet:

Konvergerer alle Markovkjeder til en stabil
tilstand?

For a finne svaret pa dette spgrsmalet ma vi un-
derspke stokastiske matriser. Ligning [12.2] uttrykker
at A = 1 er en egenverdi for M med egenvektor q.
Vi skal na se at dette alltid gjelder for stokastiske
matriser.

Teorem 12.8. FEn stokastisk matrise M har
alltid A =1 som en egenverds.

Bevis. La m;; veere elementet i M i rad i og kolonne
j. Fordi M er en stokastisk matrise er alle kolonne-

summene lik 1, dvs ) . m;; = 1forallej=1,...,n.1
den transponerte matrisen M7 er derfor radsummer
1
1
lik 1. Vektoren u = er derfor en egenvektor for
1
MT til egenverdi \ = 1:
1 Zz mi1 1
1 Zl mi2 1
MT -u = . = . = .

N& observerer vi at egenverdiene til M7 er de sam-
me som egenverdiene til M (men egenvektorene kan
vaere forskjellige): La A veere en n X n-matrise. Egen-
verdiene til AT og A er like fordi

det(A” — AI,,) = det ((A — AI,,)") = det(A — AL,).

Dette viser at A er egenverdi for A hvis og bare hvis
X er en egenverdi for AT, Da fglger det at fordi A = 1
er en egenverdi til M7, sd er A = 1 er en egenverdi
til M. O

La M vere en stokastisk matrise. Fordi A = 1 er
egenverdi for M, vet vi at det finnes egenvektorer
som hgrer til egenverdi A = 1. Vi vet at vi finner
egenvektorene som hgrer til egenverdi A = 1 ved a
finne ikke-trivielle lgsninger for ligningssystemet

(M-1,)-x=0.

En Igsning q for dette ligningssystemet som ogsa er
en sannsynlighetsvektor, dvs. som har koordinatsum
lik 1 og alle koordinatene er ikke-negative, har en
spesiel betydning for Markovkjeder. Derfor gir vi den
et navn:

Definisjon. La M vere en stokastisk matrise. En
egenvektor for M som hgrer til egenverdi 1 og er en
sannsynlighetsvektor kalles en likevektsvektor. A

Eksempel 12.9. I eksempel[12.7]vil vi na finne like-
vektsvektoren. Metoden for dette er akkurat som i
kapitlet om egenverdier, der vi na kun er interes-
sert i egenverdien A = 1. Vi vil altsa lgse systemet
(M — I3)x = 0, for & finne tilhgrende egenvektorer.

(0.5 0.2 0.3 1 00
(M —1I3)= (03 08 03| -0 1 0
02 0 04 0 0 1
—0.5 0.2 03 -5 2 3
~103 —-02 03|~|3 -2 3
| 0.2 0 —0.6 2 0 -6
-5 2 3 0 2 -—12
~13 -2 3|~|0 —2 12
1 0 -3 1 0 -3

cor —Rroo
o
\
w




Dette viser at lgsningene er alle vektorer pa formen

3
t- |6
1

Fordi vi leter etter en lgsning som ogsa er en sannsyn-
lighetsvektor, er likevektsvektoren for M vektoren

0.3
q= (0.6
0.1

A

Vi kan spgrre om det finnes kun én eller flere for-
skjellige likevektsvektorer for en stokastisk matrise.
Faktisk er likevektsvektoren unik nar vi krever at M
oppfyller en liten ekstra betingelse.

Definisjon. En stokastisk matrise M kalles requlaer
hvis det finnes en k > 1 slik at alle elementene i M*
er storre enn 0. A

I eksempel [I2.7]er M en reguleer stokastisk matrise
fordi
0.37 0.26 0.33
M?= 1045 0.7 045

0.18 0.04 0.22

1 07 04
Er matrisen |0 0.3 0.4
0 0 0.2

en regulaer stokastisk matrise?

Visa i eksemplet at Markovkjeden konvergerte mot
likevektsvektoren. Dette vil alltid veere tilfelle for re-
guleere stokastiske matriser.

Teorem 12.10. La M wvere en requler sto-
kastisk matrise. Da har M en unik likevekts-
vektor q. For enhver utgangssannsynlighets-
vektor xg konvergerer Markovkjeden {x,} til
q nar n — oo.

\.

Bewis. Vi bare skisserer idéen for beviset:
Vektoren Markovkjeden konvergerer til, ma veere
en likevektsvektor fordi

M(lim x,) = M( lim M"z) = lim M" "z,

n—oo n—oo n—oo
= lim z,4; = lim z,.
n—oo n—oo
Vi vet allerede at 1 er en egenverdi, og at det derfor
alltid finnes en vektor q # 0 med Mq = q. Dermed
kan vi ved skalering vise at det finnes en egenvektor
tilhgrende egenverdien 1, som ogsa er en sannsynlig-
hetsvektor. Det gjenstar da a vise at dette er den
eneste egenvektoren med denne egenskapen, men det
skal vi ikke gjgre i dette emnet (de som er interessert,
kan lese om Perron-Frobenius teoremet, for eksempel
pa Wikipedia). O

Merk. Vi observerer at vektoren Markovkjeden kon-
vergerer til ikke avhenger av utgangstilstanden xg.
Det er et ganske overraskende resultat. Det betyr at
nar vi venter lenge nok, spiller startpunktet ingen
rolle. A

Finn likevektsvektorene for de stokastiske ma-
trisene:
0.6 0.3
c A= {0.4 0.7]
0.7 0.1 0.3
e B= |02 08 0.3
0.1 0.1 04

Eksempel 12.11. En biolog studerer to kolonier
med maur. Hun legger merke til at, nar maurene er
ute for a hente mat, gar noen av maurene seg bort og
bytter koloni. Etter lang tid med observasjon finner
hun at hver time

e tar 5% av maurene fra koloni A og skifter til
koloni B,

e mens 3% av maurene fra koloni B skifter til ko-
loni A.

Pa et tidspunkt teller hun at 55% av alle maurene
hgrer til koloni A, og 45% hgrer til koloni B.

Oppgave

Finn en stokastisk matrise som beskriver mi-
grasjonen. Kan du finne ut hva forholdet av
maurene i koloniene blir etter mange timer?

JAN

Eksempel 12.12. Forskere vil lgse klimaproblemet,
og tester forskjellige metoder for a transformere CO4
til andre mindre skadelige gasser, vi kaller dem gass
A og gass B. I eksperimentet forander det lukkede
systemet med gassene seg hver dag etter det fglgende
mgnsteret:

e 15% av gass A gar over til gass B og 5% gar over
til COq, (dvs 80% av gass A forblir gass A),

e 15% av gass B gar over til gass A og 5% gar over
til COa,

e mens 10% av CO, gar over til gass A og 10% av
COsy gar over til gass B.

Forskerne begynner med en fordeling der det er like
mye av alle tre gassene i systemet.

Oppgave

Kan forskerne veere optimistiske basert pa
dette forsgket?
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