Introduksjon

Velkommen til emnet Matematikk 3. Disse notate-
ne inneholder det vi gjennomgar i forelesningene, og
utgjer, sammen med alle gvingene (inkludert innle-
veringene), pensum for emnet. Lareboken anbefales
som stgttelitteratur.

Forst, et kort overblikk over temaene vi skal innom.
Emnet er delt inn i tre deler:

1. Komplekse tall
2. Lineser algebra
3. Linegere differensialligninger

Del 2 er hoveddelen og vil utgjgre ca 70 prosent av
emnet. Det er noen viktige tilknytningspunkter mel-
lom disse temaene.

Komplekse tall

Hva er et tall? Da du som barn lerte a telle, lerte
du tallene
1,2 3 4, ...

Sa lerte du a legge sammen tall, og a trekke tall
fra hverandre. Da viste det seg at det gar an a stille
spgrsmal som ikke har svar: Hva er 3 — 57

Men sa lerte du at slike spgrsmal likevel kan be-
svares nar man bare har innfgrt noen nye tall:

0, -1, -2, -3, ...

Videre utvidet du tallforstaelsen din med rasjonale
tall (brgker av heltall, for eksempel 7/5), og sa lerte
du at det ogsa finnes tall som ikke er rasjonale, for
eksempel /2 og 7. Nar vi tar med alle slike tall, har
vi mengden av reelle tall.

Fremdeles er det spgrsmal som ikke kan besvares,
for eksempel: Hva er v/—17 Det finnes ikke noe reelt
tall som vi kan opphgye i andre og fa —1.

Men denne situasjonen er egentlig helt tilsvarende
som da vi bare kjente til de positive tallene og lurte
pa hva 3—5 er. Akkurat som vi da kunne utvide tall-
systemet ved & legge til negative tall, kan vi na legge
til nye tall som gjgr at uttrykket v/—1 gir mening.

Vi lager et nytt tall, som vi kaller i, og som er
definert til a veere slik at

it =-1

For a fa et tallsystem som oppferer seg slik det skal,
ma vi kunne gange og legge sammen 7 med et hvilket
som helst annet tall. Det gjgr at vi ma ha med flere
nye tall, og til sammen far vi at alle tall som kan
skrives som

a+bi (der a og b er reelle tall)

ma veere med i det nye tallsystemet. Disse tallene
kalles komplekse tall.

Mengden av reelle tall visualiserer vi som en uen-
delig lang tallinje. Mengden av komplekse tall visu-
aliserer vi som et todimensjonalt plan.

2i o (1+ 2i)

Det komplekse planet

Du ma ikke la deg lure av navnet til a tro at kom-
plekse tall er kompliserte a ha med a gjgre. Pa mange
mater er det enklere a jobbe med komplekse tall enn
med reelle tall.

Innenfor de komplekse tallene kan vi for eksempel
alltid ta kvadratrgtter av hvilke som helst tall, uten
a matte tenke pa om de er negative. Med andre ord:
alle ligninger pa formen 22 = a har lgsninger. Og ikke
bare det, men alle andregradsligninger

ar? +bx +c=0

har lgsninger. Og ikke bare det, men alle polynomlig-
ninger av hvilken som helst grad, altsa alle ligninger
pa formen

-1
anx™ + an_12™ "+ +a1x +ag =0,

har lgsninger.

Det som imidlertid kan gjgre komplekse tall litt
vanskelige er at de ikke helt passer inn i var intuitive
forstaelse av hva et tall skal vaere. Med reelle tall kan
vi lett se for oss hvordan et tall kan representere noe
malbart i den virkelige verden: en avstand, et areal,
en hastighet eller liknende. Med komplekse tall er det
vanskeligere & se for seg hva tallene kan representere.

Nar vi far bruk for komplekse tall er det ofte slik at
vi starter med noe som bare handler om reelle tall, og
far et sluttsvar med bare reelle tall, men ma innom
de komplekse tallene i mellomregningen. Vi kommer
til & se eksempler pa nettopp dette nar vi i emnets
siste del skal lgse differensialligninger.

[ Oppgave: Finn kvadratroten av —4.

Linezer algebra

To av de mest sentrale begrepene i matematikk er
funksjoner og ligninger. En funksjon er en regel som



gir sammenhengen mellom innverdi z og utverdi y,
altsa y = f(z). Tallet = kalles ofte en variabel, og i
skolematematikken er x og y tall. De aller enkleste
funksjonene vi kan tenke pa, er a gange (eller dele)
med et tall, og legge til (eller trekke fra) et tall. Altsa
funksjoner pa formen f(z) = ax eller g(x) = x + b.

En funksjon pa formen f(z) = ax +b, kan vi tenke
pa som en sammensetning av to funksjoner, vi gan-
ger forst med a, sa legger vi til b. Grafen til denne
funksjonen er en rett linje, og derfor kaller man i
skolematematikken disse for linesere funksjoner. Her
kaller vi en funksjon pa formen f(x) = ax lineer,
mens f(z) = ax + b kalles affin.

Lineaxre og affine funksjoner er veldig spesielle,
men likevel viktige. Det er to grunner til dette:

1. Nar vi bruker matematikk til & beskrive verden
rundt oss, ma vi som regel forenkle. De fleste
funksjoner som beskriver virkelige fenomener, er
ganske kompliserte. Man er da ngdt til a forenkle
funksjonen til noe som kan handteres, og sa hape
pa at forenklingen beskriver fenomenet godt nok
til & veere nyttig.

2. Mange sammenhenger i den virkelige verden er
faktisk linesere.

Oppgave: Finn et fenomen som beskrives av
en linezer funksjon.

Vi skal se pa funksjoner og ligninger med flere va-
riable x1,xs, ..., x,. Hvis vi har to eller tre variable,
bruker vi ofte x,y (og 2) i stedet. En lineser funksjon
i n variable er en funksjon

[, 22,...,2,) = 171 + Q22 + -+ + ApTy,

der a;-ene er bestemte tall.

Line=re ligninger i én og flere variable

En linezer ligning i én variabel z, er en ligning pa
formen

ar=2>b

der a, b er tall. Hvis a # 0, kan vi lgse ligningen med
a dele pa a, vi far altsa z = b/a.

En lineser ligning med n variable x1,xo,...,x, er
en ligning pa formen

ai1r1 + asxe + -+ apx, =0

a;-ene og b er bestemte tall.
En linezer ligning med to ukjente

ar+by=c

beskriver en rett linje. Alle par (x,yo) som passer
i ligningen, ligger pa en rett linje i zy-planet. Lig-
ningen har altsa uendelig mange lgsninger. En mer
presis mate a si det pa, er: dersom en linezr ligning
med to ukjente er lgsbar, er mengden av lgsninger i
zy-planet, en linje, altsa et én-dimensjonalt rom.

Oppgave: En linezr ligning med tre ukjente:
ar +by+cz=d

Hva kan vi si om lgsningene til en slik
ligning i xyz-rommet? Finnes det alltid
Igsninger? Hva er den geometriske tolkningen
av lgsningsmengden?

Vi sier at zy-planet er et to-dimensjonalt rom,
vi trenger to koordinater for & beskrive et punkt
der. En rett linje er et én-dimensjonalt rom. Og vi
er ogsa vant til a snakke om zyz-rommet som tre-
dimensjonalt, vi trenger tre koordinater for & beskri-
ve et punkt i rommet. Vi kan ogsa tenke pa et punkt
som et O-dimensjonalt rom.

Merk at en ligning

ar +by=c

ogsa kan betraktes som en ligning i et rom av di-
mensjon stgrre enn 2, f.eks. en ligning i zyz-rommet.
Lgsningsmengden vil avhenge av hvilket rom vi be-
trakter ligingen i.

2 1 1\2 3
-1

Grafen til 3x + 2y = 4 i xy-planet. Losningsmengden er
alle punktene pa denne linjen.

Grafen for ligningen 3z+2y = 4 i zyz-rommet. Dette
blir et plan normalt pa xy-planet og som gar gjennom
linja definert av 3z + 2y = 4 i zy-planet. Ligningen
gir ingen begrensning pa z, altsa er alle verdier av z
tillatt.

Systemer av linezere ligninger i flere variable

I dette emnet skal vi se pa systemer med m ligninger
med n ukjente. Her er tre eksempler som illustrerer



hva som kan skje. Betrakt systemet

2z 45y =19

3z —2y=0
Hver ligning definerer en linje i planet. Disse linjene
er ikke parallelle, og derfor skjeerer de hverandre hver-
andre i et punkt (2,3). Dette punktet er den eneste
lgsningen av ligningssystemet. I et annet eksempel

z+ y=1

2v 4+ 2y =3
far vi to parallelle linjer. Ingen felles punkter, altsa
ingen lgsninger av ligningssettet. I et tredje eksempel

r— y=1

2z — 2y =2
far vi at linjene sammenfaller, og uendelige mange
lgsninger: alle punkter pa linja definert av y = x — 1.
Vi merker oss altsa at lgsningsmengden er enten

tom, et punkt eller ei linje.
Et eksempel med to ligninger og tre ukjente er:

3r+by—22=14
=9y +72=0

Oppgave: Hva er geometrisk tolkning av
Igsningsmengden til dette systemet?

Vi skal finne metoder for a lgse slike ligningsett
(merk at vi bruker ligningssett og ligningssystem om
det samme), altsa finne verdier for variablene som
oppfyller alle ligningene, og vi skal finne metoder og
utvikle teori for a beskrive mengden av alle lgsninger.
De viktigste verktgyene for a gjgre dette er matriser
og vektorer.

Vektorer

Elementer i R™ skal vi ofte tenke pa som sgyle- (eller
kolonne-)vektorer

IS IS

noen ganger som radvektorer

[z v 2,

noen ganger som punkter (z,y, z), noen ganger (nar
n < 3) som piler fra origo til punktet:

2
1 (2,1)

-3 -2 -1 12 3
-1

og noen ganger som piler parallelle til slike:

Alt dette er bare forskjellig notasjon for samme
objekt. Hvilken notasjon vi bruker, avhenger av sam-
menhengen.

Den vanligste formen er sgylevektorer. Vi kan ad-
dere vektorer

T Y1 T+
T2 Y2 T + Yo
+1 .= .

T, Yn Tn + Yn

og vi kan gange vektorer med et tall ¢ (skalarmulti-
plikasjon)

X tIl T
T2 t(EQ T2
t= =t
Ty tx, Ty

Bade addisjon og skalarmultiplikasjon har velkjente
geometriske tolkninger i R? og R3.

-1 1 2 3 4
-1
Addisjon av vektorer: [3,1] + [1,2] = [4, 3]

-1 1 2 3 4
-1

Skalarmultiplikasjon av vektorer: 3 - [1,1] = [3, 3]

Ligningsettene vare skal vi oversette fra m lignin-
ger med n ukjente tall, til én ligning med n ukjente
vektorer i R™. Dette kalles en vektorligning.



Oppgave:
1) Betrakt systemet

{x+2y:3

20+ 4y =0

b i o=

Hvorfor har systemet ingen lgsning?

eller

2) Betrakt systemet

rT+2y=>5
2z + 4y =10

HES R

Hvor mange lgsninger? Hvordan kan vi beskri-
ve dem?

eller

Matriser

Et ligningssystem med m ligninger og n ukjente

011%1 + G12T2 + - - + A1 Ty = by

a21%1 + A22%2 + - - - + A2p Ty, = by

Am1T1 + Am2Z2 + ++ + AppTn = bm

kan skrives som vektorligningen

a1 a2 a1n by

as a9 aop by
.$1+ . x2+.+ . .xn:

Am1 Am2 Amn bm

For & handtere slike ligningsett skal vi bruke ma-
triser. Matriser er bare tabeller av tall. Matrisen som
bestar av koeffisientene til ligningsettet

a1l a2 a1n
a21 az2 a2n
am1 Am?2 Amn

kaller vi koeffisientmatrisen til ligningssystemet.
Hvis vi utvider den med en kolonne som tilsvarer
Igsningene b;

a11 a2 o G b1
a21 aze -+ azn b2
Am1 Am2 Tt Amn bm

far vi totalmatrisen, ogsa kalt den utvidete matrisen
til ligningssystemet. Vi skal definere en lang rekke
matriseoperasjoner, som gir oss metoder for a lgse
ligningssystemer.

Matriseligninger

Vi skal tenke pa prikkproduktet (skalarproduktet) av
to vektorer ¢ og d i R™ pa fglgende mate. Vi skriver
den ene vektoren som en radvektor

C:[Cl Cy - Cn]

og den andre som en kolonnevektor

dy
da
d=| .
dTL
Sa lar vi
dy
da
[cl Co cn] | = c1dy + cado + - - - + cpdy,
dn

Vi ganger altsa radvektorer med n elementer med
kolonnevektorer med n elementer, og far et tall ut.

Dette kan vi utvide til & gange m X m-matriser
(altsa m rader) med en kolonnevektor i R™, slik at
resultatet blir en vektor i R™. Dette gir oss en mate
a skrive om ligningssystemet

1121 + 1222 + -+ -+ A1p Ty = by

a21%1 + agexs + -+ + Ao T, = by

Am1T1 + Gm2T2 + -+ + AmpTn = bm

til en matriseligning:

a11 a12 - Gln x by
az1 A2 - Q2n | | %2 bo
Am1 Am2 e Amn Tn bm

Dette er en ligning pa formen
Ax=Db

der A er en kjent matrise, b er en kjent vektor, og x
er en ukjent vektor.

Hvis vi sammenligner dette med var aller enkleste
lineaere ligning i én variabel

ar=2»5

er det fristende & sporre: Kan vi <dele> pa A? Vi
skal se at nar m = n, sa kan vi noen ganger det,
men ikke alltid. Og det er akkurat nar det opprinne-
lige ligningssettet har ngyaktig en lgsning, at vi kan
<dele>.

Linesertransformasjoner og generelle
vektorrom

Hvis A er en m x n-matrise kan vi altsa gange med
en n-dimensjonal vektor x pa hgyre side og fa en m-
dimensjonal vektor y ut. Med andre ord: A gange
med A gir oss en funksjon f4: R™ — R™. Dette er et



eksempel pa en lineertransformasjon, som vi skal se
pa senere i emnet.

Vi skal ogsa abstrahere litt. Vi skal se pa mengder
som oppfgrer seg lignende som R", og kalle dem n-
dimensjonale vektorrom. Eksempler pa slike vil veere
mengen av alle polynomer med koeflisienter i R av
grad < n.

Linezere differensialligninger

Dere har mgtt noen differensialligninger pa vi-
deregaende skoleE| Husk at en differensialligning er
en ligning der den ukjente er en funksjon, og der den
deriverte (og/eller hgyere deriverte) av denne ukjente
funksjonen inngar i ligningen. For eksempel, er lignin-
gen

f'(@) = f(=)
en differensialligning, siden det spgr etter funksjoner
f som er lik sin egen derivert f’. I skolen har dere
sett at eksponentialfunksjonen e oppfyller kravet,
dvs. (e*)" = e*. Differensialligninger er uunveerlige
nar fysiske fenomener skal beskrives og analyseres.

I Matematikk 3 skal vi se pa to forskjellige typer
differensialligninger. Den ene typen er linezere andre-
ordens differensialligninger, som vil si ligninger pa
formen

v '+ +ay =g,
der y er en ukjent funksjon av en variabel ¢, og g er
en kjent funksjon av t, og p og q er konstanter.
Nar vi skal Igse en slik ligning far vi bruk for a lage
en hjelpeligning, nemlig andregradsligningen

MNEpA4+qg=0

der A er den ukjente, og p og q er de samme konstan-
tene som vi hadde i differensialligningen. Lgsningene
av denne ligningen vil gi informasjon om hvordan
lgsningene av differensialligningen ser ut. Avhengig
av hva p og q er, er det ikke sikkert at denne andre-
gradsligningen har noen lgsning blant de reelle tal-
lene, men vi kan alltid finne komplekse tall som er
lgsninger av hjelpeligningen var, og disse kan vi igjen
bruke til & finne lgsningene av differensialligningen vi
startet med.

Den andre typen differensialligninger vi skal se pa
er systemer av fgrsteordens linezre differensiallignin-
ger, som vil si ligningssystemer pa formen

!
T] = 61171 + a12T2 + -+ + A1pTh

!
Ty = G21T1 + G22T2 + -+ + Q2 Ty

/
T, = an1T1 + oo + -+ App Ty

der koeffisientene a;; er konstanter og hver x; er en
ukjent funksjon av t.

Nar vi har lsert om linegzer algebra og matriser, ser
vi at et slikt system ogsa kan skrives pa den mer
kompakte formen

x = Ax,

IForelesningsnotater ble opprinnelig skrevet for leereplan-
revisjonen i videregaende skole. Etter nye lsereplanen ble
innfgrt i 2020, finnes det ikke lengre differensialligniner i vgs
pensum.

der x er en vektorfunksjon og A er en matrise.
For a lgse systemet vil vi bruke avanserte lineser-
algebraiske metoder.
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