2. Matriser

Vi har sett at hvis vi gnsker & lgse en matriselikning kan vi oversette det til en totalmatrise,

redusere den for deretter a lese ut svaret enkelt.
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Eksempel 2.0.1

By =b
b=
1 1| |y -1
gir

1 2] 1 W_l 2 |1
1 1|-1 0 —1|-2

W'12 1

0 1]2

W'10—3

0 1] 2

og dermed er Igsningen gitt ved y; = —3 og y2 = 2 eller pa vektorform:

[

-3
2



Noen ganger er ikke dette det endelige svaret vi er ute etter dog. La oss si vi har en prosess som
gar gjennom to ledd, begge beskrevet av matriser

By=b
Delprosess 1 ~ Delprosess 2 output

Hvis vi har en gnsket output b og vil finne hvilken input x vi ma ha virker det ungdvendig
vanskelig & skulle forst finne lgsning pa By = b og deretter lgsning pad Ax = y. Det hadde veert
mye bedre om vi kunne bare lgst én matrise fra start, altsa sette inn y = Ax i By = b:

Ax =

input

BAx = b.

Det & finne denne matrisen BA er nettopp hva matrisemultiplikasjon gjgr for oss!

Matrisemultiplikasjon
@ Definisjon
La A veere en m X n-matrise og B en n X p-matrise. Produktet AB er en m X p matrise hvor
elementet (AB); ; er

(AB)ij = ainbrj + Giba; + -+ Ginbnj = Y aikbi
k=1

Dette er det samme som 4 si at (AB); ; er prikkproduktet av den i-te radvektoren til A og
den j-te kolonnevektoren til B.

< n 5 < p >
A~ - _ < P 5 A~ -
ail1 @r2 --- alm A~ T T abLl abLj
by o bij - by
ba1 - baj - Doy
m Qi1 Qi2 --- Qin X n = m ab;1 - abgj
. . . bua - bng - bup
m,1 Am,2 --- Amn 4L J abm - abpj
~ L = v =
row § X column j = (1, 7)-element

=

En muligens enklere visualisering er folgende.
Hvis vi gnsker & multiplisere fglgende matriser

3x2
2x3 e N 2x2

[123}71_%1)]
73259 c d

Da kan vi organisere matrisene som fglger

O QU O
QU SO — W

1 2 3
7T 3 2

Den andre matrisen plasseres i det gvre hgyre hjgrne og den fgrste matrisen i nedre venstre.
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N& finner vi elementene i produktet ved & ta prikkproduktet av raden og kolonnen som
peker inn mot elementet.

QO |t N O
QU | ©O© = W

a=1-0+2-T4+3-5=29

0 3
7 1
5 9
3|a b
2|c d

b=1-3+2-14+3-9=232

1233 29 32
T3 2| 4 [31 42

La oss se tilbake til motivasjonen for & introdusere matrisemultiplikasjon:

Til slutt far vi

O = W

g | Eksempel 2.0.3
La oss si vi har en prosess som fglger:

Ax =y By=b
Delprosess 1 Delprosess 2 output

2 1 12
A:[—?, —4} o8 B:L 1]

og gnsket output er b = {_11] Da vet vi fra Eksempel 2.0.1 at y = [_23} Vi finner da

input

hvor

ngdvendig input, x, ved a lgse

Vi radreduserer totalmatrisen

R Y R e R

og far lgsningen
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La oss na lgse systemet ved a lgse BAx = b direkte. Vi begynner med & finne BA:

2 1
-3 —4
1 2| -4 -7
1 1]-1 -3
Vi skal dermed lgse
BAx =b

Prosedyren for dette er na kjent
—4—71W47—1W131W13
-1 -3 -1 1 3|1 4 7| -1 0 =5
311 |1 0] -2
1)1 0 1] 1
Altsa det samme svaret som da vi gjorde begge mellomregningene. Fordelen med & na ha
produktet BA er at vi lettere kan finne ngdvendig input, x, om gnsket output, b, skulle
forandre seg.

# Obppgave 1

Avgjgr om vi kan multiplisere folgende matriser og gjgr det om mulig.

@ Svar
a)
1 1 0
2 3 1
0 4 1
1 2 3[5 19 5
73 213 24 5
[12 ﬂ ;é ?_[5 19 1
T3 205 41 13 24 5
b)

Antall rader og kolonner gar ikke opp med hverandre.

A Merknad

Veer varsom! Multiplikasjonen gir kun mening om matrisene har riktige stgrrelser i forhold
til hverandre.

[mx ][ xpl=mxp
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# Opbpgave 2

La A, B og C vere fglgende matriser:

5 0 -2

A‘{s 1 4]
2 1

B=1|1 0 C:E ﬂ
2 4

Regn ut de ulike produktene om mulig.

# Obppgave 3

Ta et lgst Sudoku-brett og se pa det som en 9 x 9-matrise A. Hva blir

1
1
Al |?
1
2.1. Invers og determinant
# Obppgave 4
La

2 3 4 100
A=13 4 5 og I=1(0 1 0
4 5 7 00 1

Finn produktene Al og [ A.

@ Svar

Vivil f& ATl = A =TA. La oss skrive opp kun ene multiplikasjonen. Vi regner ut Al

NG
[ WITNGIU
SIS, BN
A w oo o~
g wlo~ o
SRk oo

De kvadratiske matrisene med enere langs diagonalen og null ellers kaller vi for identitets-

matriser. Ofte kan man se at man har med en indeks I,, for & vise at det er identitetsmatrisen
av dimensjon n X n.

# Obpgave 5
La

A:

PRI
QU= W
RSN
o
0
sy
|
-
[\
|
[\

Regn ut bade AB og BA.
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# Obppgave 6

Regn ut produktet
-3 1 1 4
1 2 =2|15
1 -2 1 3

og sammenlign med svaret du fikk nar du lgste likningssystemet

20 +3y+42=4
3z +4y +52=5
4z +dy+72z=3

i begynnelsen av garsdagens notat.

@ Definisjon

La A veere en kvadratisk n x n-matrise. Hvis det eksisterer en n x n matrise B slik at AB = I
og BA = I, kaller vi B inversmatrisen til A og skriver A~! i stedet for B.
En inversmatrise (hvis den eksisterer) er unik.

I datamaskinens tid er det ungdvendig & terpe pd hvordan vi finner inversmatriser (hvis
de eksisterer) til matriser stgrre enn 2 x 2. Vi er mer interessert i & avgjore om en matrise er
inverterbar og hvis den er 2 x 2 s er det en fin formel vi lett kan lsere oss.

E Resultat 2.1.1

Inversmatrise for 2 x 2-matriser La A vaere matrisen

:

Hvis ad — be # 0 sé eksisterer A~! og har formen

Sm—r

:adfbc —Cc a

Tallet vi far under brgken, ad — be, kaller vi for determinanten til matrisen A. Vi kan
definere determinanter for vilkarlig store kvadratiske matriser, og de vil alltid fortelle oss om
matrisen er inverterbar eller ikke.

Her ser vi oss forngyd med & repetere hvordan vi finner determinanten for 3 x 3- og 2 x 2-
matriser.

@ Definisjon

La A veere en 3 x 3-matrise
ai1p aiz2 ai13
A= |ax a2z a
az; as2 ass

Determinanten til A er gitt ved
ailr a2 ais

det(A) = |a21 a2 23| = a11a22a33 + A12a23031 + A13A21G32 — Q11023032 — (13022031
as; asz2 ass

Vi har regnemetoder som gjgr det enklere & huske den store summen.
Vi kan for eksempel regne ut determinanten som en vektet sum av determinanten til delma-
triser. Vi har altsa
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ail a2 ais
det(A) = |21 a22 ag3| = a1
az1 asz2 ass

a21 Aa22
a3y as2

a1 Aag3
as31 ass

a2 A23

— Q12
az2 Aass

+ ais

Vi kan se at vi har gatt langs forste rad og fatt ett ledd i summen for hvert element. Leddene
har vi funnet ved at for hvert element i raden konstruert 2 x 2-matrisen vi far ved a slette raden
og kolonnen til elementet, og ganget elementet med dens determinant.

Mer eksplisitt, for fgrste ledd har vi sett pa elementet a1,

slettet raden og kolonnen det opptrer i for & finne

az2 023

az2 a3
Deretter har vi tatt produktet av determinanten dens og a1;. For det andre leddet har vi gatt
til radens andre element, aqo,

slettet raden og kolonnen den opptrer i for a fa

az1 @23

az1  as3
og tatt produktet av dens determinant og aio. Til slutt for det siste leddet, har vi gatt til radens
tredje element

az1 a22:

a31 as2:

og slettet kolonnen og raden den opptrer i. Vi har sa tatt produktet av a3 og determinanten til
den resulterende matrisen

Vi felger fortegne gitt i forste rad.

Det kan vises at vi kan gjgre tilsvarende operasjoner som over i vilkarlige rader av matri-
sen, sa lenge leddene folger fortegnsskjemaet angitt av sjakkmgnsteret. Altsa kunne vi regnet
determinanten som

a2 ai aix ai ail a2
det A = —ao; 3+ agy 3 — a23
a32 ass as; ass a1 asz
hvor
@12 a13
az2 ass
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ailr a13

— 22"
az1 ass
a1l a2

— 923"
as; as32

eller som
ai2 a3 aiil 13 a1;r a2
det A = a3 — aso + ass
az2 Aa23 az1 a23 a1 a2
hvor
a13

a1z a3

— asz1-
a2 G23
ai1 ais

— 32"
a1 a23
a1l a2

— 33"
a21 a2

Determinantens egenskaper

Noen ganger vil det muligens veere hensiktsmessig & gjore radoperasjoner pa en matrise for du
regner ut determinanten. Determinanten til matrisen etter en radoperasjon vil enten veere lik
eller vaere skalert av determinanten til originalmatrisen.

» Hvis du ganger en rad i A med en konstant k for & fa matrisen B, vil det(B) = k - det(4),
» Hvis du bytter om pa to rader i A for a fa B, vil det(A) = — det(B),
» Hvis du legger til en skalert rad i A til en annen for a f& B, vil det(A) = det(B).

I tillegg vil det(A) = det(AT). Og det kan vises at det(AB) = det(A) det(B).
N& er det pa tide & endelig skrive opp resultatet som gjgr oss sa sabla interessert i determi-
nanter:

E Resultat 2.1.2

La A veere en kvadratisk matrise. Determinanten til A er ulik 0 hvis og bare hvis A er
inverterbar.

Faktisk relaterer begge disse spgrsmalene tilbake til spgrsmalet om linezer uavhengighet.

E Resultat 2.1.3

La A veere en kvadratisk matrise. Kolonnene i A er linezert uavhengige, hvis og bare hvis
det(A) # 0, hvis og bare hvis, A er inverterbar.

Til slutt kan vi observere at hvis A er en inverterbar n x n-matrise, sa vil vi kunne finne en
entydig lgsning for likningen
Ax=Db

for alle vektorer b. Nemlig x = A~'b. Vi oppsummerer:
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& | Resultat 2.1.4

La A veaere en n X n-matrise. Fglgende er ekvivalente utsagn.
» A er inverterbar
» Ax = b har entydig lgsning x = A~'b

» Kolonnene i A er linezert uavhengige

> det(A) #0

Underrom av en matrise

Til en matrise har vi flere tilhgrende underrom. En av dem vil spille en ngkkelrolle i morgen;
nemlig nullrommet.

@ Definisjon

La A veaere en m x n-matrise. Nullrommet til en matrise A er alle x € R” slik at Ax = 0.
Altsa
Null(4) = {x ¢ R" | Ax =0}

# Oppgave 7

Vis at Null(A4) er et underrom.

Neste underrom av interesse er av stgrre interesse i et generelt lineser algebra-kurs, men skal
nok spille en grei rolle for oss ogsa.

@ Definisjon

La A veere en m x n-matrise. Kolonnerommet til A er alle b € R™ slik at Ax = b har en
lgsning. Altsa
Col(A) = {b € R™ | 3x € R" slik at Ax = b}

Vi kan ogsd observere at Col(A) er rommet utspent av kolonnene i A. Husk at vi definerte

matriseproduktet Ax slik at det folgende stemmer. La ay,...,a, veere kolonnene i A, og x =
[ml To - xn]T, da er
Z1
T2
Ax = [al as --- an] | =xia1 2009+ -+ 204,
Ty

Altsa har vi
Col(A) = span(aj,ag,...,ap)

Det siste underrommet vi skal se pa er radrommet til A.

0 Definisjon
Lary,rs,...,r, vere radvektorene til A. Radrommet til A er gitt ved

Row(A) = span(ry,ra,...,In)
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Oppgave 8

Overbevis deg selv om at Row(A4) = Col(AT).

Eksempel 2.1.4

La A veere fglgende matrise:

A=

W = N =
DN DN
DN W
el BRI )

— = O

a
w

La oss forsgke & beskrive nullrommet, kolonnerommet og radrommet til A.

For a finne nullrommet lgser vi likningen

Ax = 0.
Det gjor vi ved a radredusere A:
121 2 0 1 20
2 43 7 11 10 01
1 2 2 5 1 0 00
3 6 6 15 3 0 00

Vi har tre frie variabler, xo, x4 og x5. Setter vi disse til &
og x5 =t, far vi

r1+2r—s—t=0

r3+3s+t=0
og dermed den generelle lgsningen:
T —2r+s+t —2
To 7 1
X = |x3| = —3s—t =r| 0| +s
Ty S 0
Is t 0
0g
-2 1
1 0
NullA = span 01, =3,
0 1
0 0

Vektorene over er ogsa linesert uavhengige, sa de gir oss en

-1
3
0
0

-1
1
0
0

vaere henholdsvis zo =7, 4 = s

(1] 1
0 0
—3| +t|-1
1 0
0 | 1
e
0
-1
0
1_

basis for nullrommet. Faktisk vil

vektorene vi far pa denne maéaten alltid veere linesert uavhengige, og dermed alltid gi oss en

basis.
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Fra definisjonen av kolonnerom og radrom far vi fglgende mengder:

1 2 1 2 0
2 4 3 7 1
ColA = span il 12l 1210 5] |1
3] [6] |6] |15 3
1] 2] [1] [3]
2 4 2 6
RowA =span | 1|, (3|, 2|, |6
2 7 5 15
0] (1] |1 |3

Vi vil nok likevel helst ha en basis og ikke bare en utspennende mengde. Det viser seg at
maten vi finner disse basisene pa er ved & nettopp radredusere A.

La oss begynne med & se pa kolonnerommet. I den radreduserte matrisen har vi ledende
enere 1 fgrste og tredje kolonne. Hvis vi bytter om pa kolonnene i A slik at fgrste og tredje
kolonne star fremst, fgr vi radreduserer far vi

1 112 2 0 1 02 -1 -1
2 3|4 7 1 0 1/0 3 1
1 2(2 5 1|70 o0lo 0 o
3 6[6 15 3 0 0/0 0 0

Gi kolonnene i A navnene ai,as, as, a4, as. Den reduserte matrisen forteller oss at ko-
lonnene uten ledende ener, det vil si a, a; og a5, kan skrives som en linezerkombinasjon av
kolonnene med ledende ener, a; og as:

as=2-a;, ag=(—1)-a;+3a3, as=(—1)-a; +1-as.

Spesielt vil kolonnene uten ledende ener ligge i rommet utspent av kolonnene med ledende
ener. Vi har altsa
as,a4,a; € span{aj,as}.

Rommet utspent av alle kolonnene i A, altsa Col(A), er derfor lik rommet utspent av a; og
as. I tillegg, den reduserte matrisen til A viser at a; og as er linesert uavhengige.
Vi konkluderer med at

(31733) =

W = N =
DN W =

er en basis av kolonnerommet ColA.

Det er noe enklere & finne en basis for radrommet. Vi observerer at nar vi utfgrer
radoperasjoner pa en matrise forandres ikke radrommet.

Derfor er det nok & se pa den radreduserte matrisen til A for & finne basis til radrommet.
Vi har at

1 0
2 0
ol, |1
~1| |3
1| |1

er en basis for radrommet RowA.

Resultat 2.1.5

Eksempelet viser oss en metode for & konstruere en basis til kolonnerommet av matrisen A:

1. Reduser A til radredusert form.



2. Identifiser kolonnene med ledende enere.
3. De tilsvarende kolonnene i originalmatrisen gir en basis til ColA.

Advarsel: Husk at vi i siste steget ma ga tilbake til originalmatrisen. Radoperasjoner vil
forandre kolonnerommet.

& | Resultat 2.1.6

La A veere en m X n-matrise, og la F veere den radreduserte matrisen. Da har vi:

(a) Dimensjonen til nullrommet, NullA, er lik antall frie variabler vi far nar vi lgser Ax =
0, som igjen er lik antall kolonner uten ledende ener i F.

(b) Dimensjonen til kolonnerommet, ColA, er lik antall kolonner med ledende ener i E.

(¢) Dimensjonen til radrommet, Row(A), er lik antall rader ulik null i E.

E Resultat 2.1.7

La A veaere en matrise. Kolonnerommet og radrommet til A har lik dimensjon

dim ColA = dim Row A

Dette tallet, som er lik dimensjonen til bade kolonne- og radrommet kalles rangen til A.
rankA = dim ColA = dim Row A

Hver kolonne i den radreduserte matrisen har enten en ledende ener eller gir en fri variabel
for likningen Ax = 0. Dermed far vi fglgende resultat.

E Resultat 2.1.8

La A veere en m x n-matrise. Da har vi

dim NullA + rankA = n.

2.2. Inversmatriser av n X n-matriser *

Selv om jeg ikke vil fokusere noe stgrre pa & finne inversmatrisen til stgrre matriser sa vil jeg
gjerne fortelle hvordan du gjor det.

Hvis vi ser litt pa hva vi gjor i matrisemultiplikasjon kan vi kanskje enes om at den i'te
kolonnen i resultatmatrisen kun er produktet av forste matrise med i’te kolonne i den andre. La
meg prove gjore dette tydeligere; la A veere en m X n-matrise og B veere en n X p-matrise. La
by, bs, ..., b, veere kolonnevektorene til B. Da har vi

AB=[Ab, Ab, --- Ab,]

Hvis A og B na er kvadratiske n x n-matriser, og B er inversmatrisen til A ma produktet av dem
vaere identitetsmatrisen I,,. Dermed méa Ab; veere vektoren med ener i forste komponent og null
ellers, Aby vaere vektoren med ener i andre komponent og null ellers, ogsa videre.

For a finne en eventuell inversmatrise av A ma vi dermed lgse fglgende matriselikninger:

1 0 0

0 1 0
Axy = |: Axy = | e Ax, =

0 0 0

0 0 1
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Tenker vi na pa hvordan vi lgser disse med radreduksjon, sa ser vi kanskje at det eneste som for-
andrer seg er hva som star pa hgyresiden av den stiplede linjen. Siden reduksjonen kun avhenger
av venstresiden kan vi egentlig gjgre flere simultane reduksjoner likt ved a legge til flere kolonner
til hgyre for linjen. For oss betyr det at vi kan redusere

1 0 0
| | | 10 1 0
a; ay - a, | :
| | |00 0
0 0 1

og finne inversmatrisen til A pa hgyre side hvis vi klarer redusere til identitetsmatrisen pa venstre.
Hvis A er inverterbar er altsa oppskriften & redusere den utvidede matrisen

[A[Ln ]~ [ 1] A7 ]

E Eksempel 2.2.5
Vi gnsker & finne inversmatrisen til
1 -1 -3
A=10 1 3
2 -2 -1
Vi fglger metoden skissert over, nemlig reduserer fglgende:
1 -1 =3[1 0 0 [1 -1 -3] 1 0 0
0 1 3101 0|~]0 1 3 0 1 0
2 -2 -1|0 0 1 | O 5|1-2 0 1
[ 1 1 -3 1 0 O
~ 0 1 3 0 1 0
L0 0 1 |1-2/5 0 1/5
1 0 0[] 1T 1 0
~ 10 1 3 0 1 0
|0 0 1|-2/5 0 1/5
1 0 0] 1 1 0
~ |01 0| 6/5 1 —-3/5
|0 0 1|-2/5 0 1/5
Vi far altsa
1 5 5
A_lzg 6 5 -3
-2 0 1
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