Diagonalisering
Betrakt diagonalmatrisen

Det er relativt enkelt 4 multiplisere D med vektorer i R? eller C2. Det er ogsd veldig enkelt &
gange D med seg selv, for eksempel kan D5 finnes som

30 243 0
5_ . . . . = =
D°=D.D-D-D-D [0 (_5)5] [0 _3125}

Prgver vi & gjgre det samme med en generell kvadratisk matrise A, blir det mer utfordrende. Vi
ser igjen pa matrisen
1 3
-l 3]

I forrige seksjon fant vi egenverdiene til A; A\; = 3 og A2 = —5. De tilhgrende egenvektorene var

aefl e[

Avy = 3vy og Avy = (=5)va.

Det betyr at vi har

Lar vi vq og vo veere kolonnene i en matrise P, og A\; og Ao veere tallene i en diagonalmatrise;
altsa
3 0 3 1
p=[o b eer=[3 4

AP = PD.

far vi

Vi observerer at P er inverterbar med invers

112 1
-1 _ =
P _8{2 _3}

Vi kan alts& multiplisere begge sidene av AP = PD med P! og f&

A=PrDP
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Dette gir oss en enkel méate & finne A* for alle k med formelen

n ganger

A* = (PDP~Y)(PDPY)...(PDP)
:IQ :Iz :Iz .
= PD(P'P)D(P~'P)---D(P~'P)DP!

= pPDFP!

@ Definisjon

En n x n-matrix A er diagonaliserbar hvis det eksisterer en diagonalmatrise D og en
inverterbar matrise P slik at
A=PDP .

Vi sier at P diagonaliserer A.

Ikke alle matriser er diagonaliserbare sa vi ma finne en metode for & avgjgre diagonaliserbar-
het.

& | Resultat 4.0.1

En n x n-matrise A er diagonaliserbar hvis og bare hvis A har n linezert uavhengige egen-
vektorer.

Bevis. Her viser vi kun at nok egenvektorer gir diagonaliserbarhet. Anta at A har n linesert
uavhengige egenvektorer. vi,vo,..., v, med tilhgrende egenverdier Ai, Ao, ..., \,. For hver egen-
vektor har vi

AVk = /\ka.

Som over kan vi putte alt dette inn i en matriselikning

AP = PD,

hvor
A0 O 0
0 X O 0
D=0 0 X3 0
0 0 O An

0og

P = [vl Vg e Vn] .

Siden vy, va...v, er linesert uavhengige er n x n-matrisen P inverterbar. Vi kan altsa finne
inversmatrisen P! og vi har

A= PDP .

Vi konkluderer med at A er diagonaliserbar.

A Merknad

Generelt har vi at hvis en n x n-matrise har n ulike egenverdier, er den diagonaliserbar siden
hver egenverdi star til minst én egenvektor, og det kan vises at egenvektorer assosiert med
ulike egenverdier er linezert uavhengige.
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# Obppgave 1 (Utfordring)

La v; er en egenvektor med egenverdi A\; og vs er en egenvektor med egenverdi Ay til en
n X n-matrise A og A1 # A9. Vis at da er vi og vy linesert uavhengige.

Matrisen

har egenverdier

med ikke-null vektorer i span { [ﬂ } som eigenvektorer til A\; = i, og de ikke-null vektorene

. 1 . . .
i span ; som eigenvektorer til Ao = —i.

Dette betyr at A er diagonaliserbar som en kompleks matrise med diagonalmatrise

o= )

og inverterbar matrise

Vi ser na pa matrisen

!

([ 1)) =0

Egenvektorene til 1 er de ikke-null vektorene i nullrommet av

A—IQ:[O 1}.

Egenverdiene til A er 1:

0 0

Dette er vektorene utspent av . Vi kan ikke konstruere to lineszert uavhengige vektorer

0
fra kun én, sa spesifikt ser vi at A ikke har to linesert uavhengige egenvektorer. Dermed er
ikke A diagonaliserbar.

4.1. Jordan form

Hva i all verden skal vi sa gjore hvis A ikke er diagonaliserbar?? Kaste henda i veeret og gi opp?
Absolutt ikke. Vi approksimerer med det nest beste, som viser seg a veere Jordan form. Det betyr
4 f& A = PJP~! hvor J ikke er diagonal, men fortsatt ikke helt horribel. Vi forklarer dette for
2 x 2-matriser. Den generelle metoden kan du selv sgke opp og sette deg inn i om du skulle gnske.

E Resultat 4.1.2

La A veere en reell 2 x 2-matrise med kun én reell egenverdi A\. La v veere en tilhgrende
egenvektor til A, og la w veere en lgsning av likningen (A — AI)w = v. Da kan vi skrive A
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som produktet
A=pJjp~!

hvor

P=[v w] ong[())\ ﬂ

Vi kaller w en generalisert egenvektor av \.

Finn Jordan-formen til
A -7 9
T |—4 5|

Vi begynner med & finne egenverdiene til A. Det karakteristiske polynomet er pa(\) =

(A +1)2, s& A har egenverdien A = —1. Vi finner at A har tilhgrende egenvektor v = B} .

Vi finner sa generalisert egenvektor, w, som lgser (A — AI)w = v.
=7 9] -1 0 wy| |3
—4 5 0 -1 (%) 2
[—6 9] [wi] _ [3
_—4 6 (%) o 2
Lgsningen finner vi ved & radredusere den utvidede matrisen.

g e S g PR

-4 6|2 2 =3|1 0 0 0

Vi leser ut at wy = —1/2+4 3/2t og wo = t. ¢ er fri, sa vi kan godt velge den til & veere 0, og
fa a
— |72
o [ ; } .

Matrisen

med kolonner v og w er inverterbar med invers

1
Pi= [—02 5}
Da far vi at
A=PjpP!
hvor _
=0 4
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