1. Vektorer og matriser

1.1. Invers og determinant
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Finn produktene Al og I A.

@ Svar

Vi vil fa AT = A = IA. La oss skrive opp kun ene multiplikasjonen. Vi regner ut Al

1 00
010
0 0 1
2 3 412 3 4
3 4 53 4 5
4 5 7|4 5 7

# Oppgave 2



La

2 3 4 -3 1 1
A=13 4 5 og B=|1 2 -2
4 5 7 1 -2 1
Regn ut bade AB og BA.
Svar
Vivil f& AB =1 = BA. Vi tar for oss produktet AB:
-3 1 1
1 )
1 -2 1
2 3 4] a b G
3 4 5| d e f
4 5 71 g h i

a=-3-2+1-341-4=1

b=1-2+2-3+(-2)-4=0
c=1-2+4+(-2)-34+1-4=0

d=-3-3+1-4+1-5=0

e=1-3+2-44(-2)-5=1
f=1-3+(-2)-441-5=0
g=—3-441-54+1-7=0

h=1-442-5+(-2)-7=0
i=1-4+(-2)-5+1-7=1

-3 1 1
1 2 -2
1 -2 1
23 4,1 0 O
34 5,0 1 O
4 5 700 0 1

Oppgave 3

Regn ut produktet
-3 1 1 4
1 2 =2| 15
1 -2 1 3

og sammenlign med svaret du fikk nar du lgste likningssystemet

20+ 3y+4z=4
3x +4y+5z=5
4z +5y+72=3

i begynnelsen av dagens notat.

Svar



Produktet er

-3 1 1 4 —4
1 2 =2 |5 =138
1 -2 1 3 -3

Det er ganske naturlig at det gir oss samme svaret. For hvis vi ser nsermere pa matrise-
likningen ser vi at hvis vi ganger med B fra venstre begge sider far vi

-3 1 172 3 4] [z] [-3 1 1774
1 2 =213 4 5/|lyl=1]1 2 =2|]|5
1 -2 1] |4 5 7] |2 1 -2 1] |3

[1 0 0] [«] —4]

01 o |ly|l=18

0 0 1] |z] | 3 ]

o o

yl =138

_Z_ _3_

o Definisjon

La A veere en kvadratisk n x n-matrise. Hvis det eksisterer en n xn matrise B slik at AB = I
og BA = I, kaller vi B inversmatrisen til A og skriver A~! i stedet for B.
En inversmatrise (hvis den eksisterer) er unik.

I datamaskinens tid er det ungdvendig & terpe pd hvordan vi finner inversmatriser (hvis
de eksisterer) til matriser stgrre enn 2 x 2. Vi er mer interessert i & avgjgre om en matrise er
inverterbar og hvis den er 2 x 2 sé er det en fin formel vi lett kan leere oss.

E Resultat 1.1.1

Inversmatrise for 2 x 2-matriser La A vaere matrisen

a b
c d
Hvis ad — be # 0 sé eksisterer A~! og har formen

= R

:adfbc —Cc a

Tallet vi far under brgken, ad — bc, kaller vi for determinanten til matrisen A. Vi kan
definere determinanter for vilkarlig store kvadratiske matriser, og de vil alltid fortelle oss om
matrisen er inverterbar eller ikke.

Her ser vi oss forngyd med & repetere hvordan vi finner determinanten for 3 x 3- og 2 x 2-
matriser.

0 Definisjon

La A veere en 3 X 3-matrise
aix  aiz2 ais
A= a1 a2 a3
aszy agz ass



Determinanten til A er gitt ved

ail a2 ais
det(A) = |G21 @G22 Q@23| = (11022033 + @12023031 + 4130210432 — G110A23G32 — A13G22031
a31 asz Ga33

Vi har regnemetoder som gjgr det enklere & huske den store summen.
Vi kan for eksempel regne ut determinanten som en vektet sum av determinanten til delma-
triser. Vi har altsa

ailr a2 ais
det(A) = |21 a922 a23| = a1l
az1 asz2 ass

a21 Aa22
asz1 as2

a21 Aa23
a3

a22 A23

— a2
a3z2 Aass

+ a3

Vi kan se at vi har gatt langs forste rad og fatt ett ledd i summen for hvert element. Leddene
har vi funnet ved at for hvert element i raden konstruert 2 x 2-matrisen vi far ved a slette raden
og kolonnen til elementet, og ganget elementet med dens determinant.

Mer eksplisitt, for fgrste ledd har vi sett pa elementet a1,

slettet raden og kolonnen det opptrer i for & finne

az2 023

az2  as33
Sa tatt produktet av determinanten dens og a1;. For det andre leddet har vi gatt til radens andre
element, a9,

slettet raden og kolonnen den opptrer i for & fa

az1  G23

az1  as3
og tatt produktet av dens determinant og aio. Til slutt for det siste leddet, har vi gatt til radens
tredje element

og slettet kolonnen og raden den opptrer i. Vi har sa tatt produktet av a;3 og determinanten til
den resulterende matrisen

Vi folger fortegne gitt i fgrste rad.



Det kan vises at vi kan gjgre tilsvarende operasjoner som over i vilkarlige rader av matri-
sen, sa lenge leddene folger fortegnsskjemaet angitt av sjakkmensteret. Altsd kunne vi regnet
determinanten som

a2 ai ai; ax a1 a2
det A = —ag; 3 + a99 3 — a93
agz ass a3y ass azy as2
hvor
a2 13
a21-
a3z ass
a1l ais
a22°
az1 ass
ail a2
a23*
az1 asz
eller som
a2 aj ail a1;r a2
det A = a3 3 — aso 3 + ass
az2 A23 azi 3 a21 a2
hvor
a2 a13
— Q31"
a22 @23
ai1 ais
—> 32
a21 az3
a1l a2
— 33"
a21 a2

Determinantens egenskaper

Noen ganger vil det muligens veere hensiktsmessig & gjore radoperasjoner pa en matrise fgr du
regner ut determinanten. Determinanten til matrisen etter en radoperasjon vil enten veere lik
eller vaere skalert av determinanten til originalmatrisen.

» Hvis du ganger en rad i A med en konstant & for & fa matrisen B, vil det(B) = k - det(4),
» Hvis du bytter om pa to rader i A for & fa B, vil det(A) = — det(B),
» Hvis du legger til en skalert rad i A til en annen for & f& B, vil det(A) = det(B).

I tillegg vil det(A) = det(AT). Og det kan vises at det(AB) = det(A) det(B).
Til slutt kan vi skrive opp resultatet som gjor determinanten sa interessant:



E Resultat 1.1.2

La A veere en kvadratisk matrise. Determinanten til A er ulik 0 hvis og bare hvis A er
inverterbar.

Faktisk relaterer begge disse spgrsmalene tilbake til spgrsmélet om lineser uavhengighet.

E Resultat 1.1.3

La A veere en kvadratisk matrise. Kolonnene i A er linesert uavhengige, hvis og bare hvis
det(A) # 0, hvis og bare hvis, A er inverterbar.

Til slutt kan vi observere at hvis A er en inverterbar n X n-matrise, sa vil vi kunne finne en
entydig lgsning for likningen
Ax=Db

for alle vektorer b. Nemlig x = A~ 'b. Vi oppsummerer:

& | Resultat 1.1.4

La A veere en n X n-matrise. Fglgende er ekvivalente utsagn.
» A er inverterbar
» Ax = b har entydig lgsning x = A~'b
» Kolonnene i A er linezert uavhengige

> det(A) #0




