
NTNU
Institutt for matematiske fag

TMA4105 Matematikk 2
Løsningsforslag

7. mai 2026

1 For å finne de kritiske punktene løser vi ligningen ∇ 𝑓 (𝑥, 𝑦) = (0, 0):

∇ 𝑓 (𝑥, 𝑦) =
(
3𝑥2 − 6𝑥, 3𝑦2 − 3

)
= (0, 0),

det vil si,

𝑥2 − 2𝑥 = 𝑥 (𝑥 − 2) = 0 (1)

𝑦2 − 1 = ( 𝑦 + 1) ( 𝑦 − 1) = 0. (2)

Fra (1) har vi 𝑥 = 0 og 𝑥 = 2, og fra (2) har vi 𝑦 = ±1. Altså har 𝑓 fire kritiske punkter:

(0,−1), (0, 1), (2,−1) og (2, 1).

For å klassifisere disse bruker vi annenderiverttesten.
I vårt tilfelle er

𝑓𝑥𝑥 (𝑥, 𝑦) = 6𝑥 − 6, 𝑓𝑦 𝑦 (𝑥, 𝑦) = 6𝑦 og 𝑓𝑥 𝑦 (𝑥, 𝑦) = 0

slik at
Δ(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑥𝑥 (𝑥, 𝑦) 𝑓𝑦 𝑦 (𝑥, 𝑦) − 𝑓 2

𝑥 𝑦 (𝑥, 𝑦) = 36(𝑥 − 1) 𝑦.

Siden

• Δ(0,−1) > 0 og 𝑓𝑥𝑥 (0,−1) < 0 må (0,−1) være et lokalt maksimumspunkt
• Δ(0, 1) < 0 må (0, 1) være et sadelpunkt
• Δ(2,−1) < 0 må (2,−1) være et sadelpunkt
• Δ(2, 1) > 0 og 𝑓𝑥𝑥 (2, 1) > 0 må (2, 1) være et lokalt minimumspunkt

ved annenderiverttesten.

2 Vektorfeltet F(𝑥, 𝑦) =
(
2𝑥 𝑦, 𝑥2 + 𝑦2) er konservativt:

𝜑(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 𝑦 + 1
3
𝑦3

er en potensialfunksjon til F siden F(𝑥, 𝑦) = ∇𝜑(𝑥, 𝑦).
Altså er ∫

C
F · 𝑑r = 𝜑(0, 4) − 𝜑(2, 0) = 43

3
− 0 =

64
3
.

3 La 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 3𝑥2 − 9𝑦2 + 𝑧2 slik at S er nivåflaten 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 10. Vi har

∇ 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =
(
6𝑥,−18𝑦, 2𝑧

)
.

Siden gradienten alltid er normal til nivåflatene har tangentplanet i punktet (𝑎, 𝑏, 𝑐) normalvek-
toren

∇ 𝑓 (𝑎, 𝑏, 𝑐) =
(
6𝑎,−18𝑏, 2𝑐

)
.

For at tangentplanet skal være parallelt med planet −6𝑥 + 18𝑦 + 8𝑧 = 7 må de to normalvektorene
være parallelle:

(6𝑎,−18𝑏, 2𝑐) = 𝜆 (−6, 18, 8), 𝜆 ∈ R,
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som gir 𝜆 = −𝑎. Det gir igjen at

−18𝑏 = −18𝑎 og 2𝑐 = −8𝑎,

det vil si, 𝑎 = 𝑏 = −𝑐/4. Innsatt i ligningen for S får vi

𝑓 (𝑎, 𝑎,−4𝑎) = 3𝑎2 − 9𝑎2 + 16𝑎2 = 10𝑎2 = 10

slik at 𝑎 = ±1. Altså svarer punktene

(1, 1,−4) og (−1,−1, 4)

til punktene på S der tangentplanet er parallelt med planet −6𝑥 + 18𝑦 + 8𝑧 = 7.

4 I vårt tilfelle er
∇𝑇 (𝑥, 𝑦) =

(
𝑒𝑥 cos( 𝑦) − 𝑒 𝑦 sin(𝑥), 𝑒 𝑦 cos(𝑥) − 𝑒𝑥 sin( 𝑦)

)
slik at

∇𝑇 (0, 0) = (1 − 0, 1 − 0) = (1, 1)

Funksjonen 𝑇 (𝑥, 𝑦) er deriverbar slik at

𝐷u𝑇 (𝑥, 𝑦) = ∇𝑇 (𝑥, 𝑦) · u = |∇𝑇 (𝑥, 𝑦) | cos(𝜃)

der 𝜃 er vinkelen mellom ∇𝑇 (𝑥, 𝑦) og retningen u.
For at den retningsderiverte til 𝑇 i (0, 0) skal bli størst mulig må 𝜃 = 0, det vil si,

u =
∇𝑇 (0, 0)
|∇𝑇 (0, 0) | =

1
√

2
(1, 1),

og for at den retningsderiverte til 𝑇 i (0, 0) skal bli minst mulig må 𝜃 = 𝜋, det vil si,

u = − ∇𝑇 (0, 0)
|∇𝑇 (0, 0) | = − 1

√
2
(1, 1).

5 Funksjonen 𝑓 (𝑥, 𝑦) er ikke kontinuerlig i (0, 0): la 𝑦 = 𝑘𝑥, 𝑘 ≠ 0, slik at

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑓 (𝑥, 𝑘𝑥) = 𝑥2 (𝑘𝑥)2

𝑥4 + (𝑘𝑥)4 =
𝑘2𝑥4

(1 + 𝑘4)𝑥4 → 𝑘2

1 + 𝑘4

når 𝑥 → 0. Altså eksisterer ikke
lim

(𝑥, 𝑦)→(0,0)
𝑓 (𝑥, 𝑦)

og 𝑓 kan derfor ikke være kontinuerlig i (0, 0).
Fra definisjonen av partiellderivasjon får vi

𝜕 𝑓

𝜕𝑥
(0, 0) = lim

ℎ→0

𝑓 (0 + ℎ, 0) − 𝑓 (0, 0)
ℎ

= lim
ℎ→0

0
ℎ
= 0

𝜕 𝑓

𝜕 𝑦
(0, 0) = lim

ℎ→0

𝑓 (0, 0 + ℎ) − 𝑓 (0, 0)
ℎ

= lim
ℎ→0

0
ℎ
= 0.

6 Fra oppgaveteksten har vi at S er flaten gitt ved

𝑧 = 3 − 𝑥 − 1
2
𝑦, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅
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der 𝑅 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 | 0 ⩽ 𝑦 ⩽ 6 − 2𝑥, 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 3}. Dermed er∬
S
F · N̂ 𝑑𝑆 =

∬
𝑅

(
𝑥 + 𝑦2,−2𝑥, 2𝑦𝑧

)
·
(
1,

1
2
, 1
)
𝑑𝐴 =

∬
𝑅

(
𝑥 + 𝑦2 − 𝑥 + 2𝑦𝑧

)
𝑑𝐴

=

∬
𝑅

(
𝑦2 + 𝑦

(
6 − 2𝑥 − 𝑦

) )
𝑑𝐴 = 2

∬
𝑅

(
3𝑦 − 𝑥 𝑦

)
𝑑𝐴

= 2
∫ 3

0

∫ 6−2𝑥

0

(
3𝑦 − 𝑥 𝑦

)
𝑑 𝑦 𝑑𝑥 = 2

∫ 3

0

[
3
2
𝑦2 − 1

2
𝑥 𝑦2

]6−2𝑥

𝑦=0
𝑑𝑥

=

∫ 3

0

(
3
(
6 − 2𝑥

)2 − 𝑥
(
6 − 2𝑥

)2)
𝑑𝑥 =

∫ 3

0

(
3 − 𝑥

) (
6 − 2𝑥

)2
𝑑𝑥

= 4
∫ 3

0

(
3 − 𝑥

)3
𝑑𝑥 = 81.

7 Vi kan beskrive legemet 𝑇 ved hjelp av kulekoordinater:

0 ⩽ 𝜃 ⩽ 2𝜋, 0 ⩽ 𝜑 ⩽
𝜋

4
, 0 ⩽ 𝜌 ⩽ 1.

Massen til 𝑇 er så gitt ved

𝑚 =

∭
𝑇
𝑑𝑚 =

∭
𝑇
𝛿(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑉 =

∭
𝑇
𝑒 (𝑥

2+𝑦2+𝑧2 )3/2
𝑑𝑉

=

∫ 2𝜋

0

∫ 𝜋/4

0

∫ 1

0
𝑒𝜌

3
𝜌2 sin(𝜑) 𝑑𝜌 𝑑𝜑 𝑑𝜃 = 2𝜋

∫ 1

0
𝑒𝜌

3
𝜌2

∫ 𝜋/4

0
sin(𝜑) 𝑑𝜑 𝑑𝜌

= 2𝜋
∫ 1

0

[
− cos(𝜑)

]𝜑=𝜋/4
𝜑=0 𝑒𝜌

3
𝜌2 𝑑𝜌 = 2𝜋

(
1 − 1

√
2

) ∫ 1

0
𝑒𝜌

3
𝜌2 𝑑𝜌

= 2𝜋
(
1 − 1

√
2

) [
1
3
𝑒𝜌

3
]1

0
=

2𝜋
3

(
1 − 1

√
2

)
(𝑒 − 1).

8 Fra oppgaveteksten har vi F(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (2𝑧, 𝑥, 𝑦) slik at

curlF(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∇ × F(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
(
1, 2, 1

)
.

La S være flaten som ligger i planet 𝑧 = 𝑦 med rand lik C. Stokes’ teorem gir så∮
C
F · 𝑑r =

∬
S

curlF · N̂ 𝑑𝑆 =

∬
S
(1, 2, 1) · (0,−1, 1) 𝑑𝑆 = −

∬
S
𝑑𝑆.

Fra 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 og 𝑧 = 𝑦 får vi at 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑦, det vil si,

𝑥2 +
(
𝑦 − 1

2

)2

=
1
4
.

Altså er projeksjonen av S i 𝑥 𝑦-planet gitt ved 𝑥2 + ( 𝑦 − 1/2)2 ⩽ 1/4 slik at∮
C
F · 𝑑r = −

∬
S
𝑑𝑆 = −

∬
𝑥2+( 𝑦−1/2)2⩽1/4

𝑑𝐴 = −𝜋
(

1
2

)2

= −𝜋

4
.

9 En skisse av området 𝑅 er gitt i figuren under.

𝑥

𝑦

1 2

1

2

𝑅
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For å regne ut ∬
𝑅

cos
(
𝑦 − 𝑥

𝑦 + 𝑥

)
𝑑𝐴

benytter vi koordinattransformasjonen:

𝑢 = 𝑦 − 𝑥, 𝑣 = 𝑦 + 𝑥.

Siden
𝜕(𝑢, 𝑣)
𝜕(𝑥, 𝑦) =

����� 𝜕𝑢𝜕𝑥 𝜕𝑢
𝜕𝑣

𝜕𝑣
𝜕𝑥

𝜕𝑣
𝜕𝑦

����� = ����−1 1
1 1

���� = −2

og 𝑅 kan uttrykkes som området

−𝑣 ⩽ 𝑢 ⩽ 𝑣, 1 ⩽ 𝑣 ⩽ 2,

får vi ∬
𝑅

cos
(
𝑦 − 𝑥

𝑦 + 𝑥

)
𝑑𝐴 =

∫ 2

1

∫ 𝑣

−𝑣
cos

(
𝑢

𝑣

) ����𝜕(𝑥, 𝑦)𝜕(𝑢, 𝑣)

���� 𝑑𝑢 𝑑𝑣
=

∫ 2

1

[
𝑣 sin

(
𝑢

𝑣

)]𝑣
𝑢=−𝑣

������ 1
𝜕(𝑢,𝑣)
𝜕(𝑥, 𝑦)

������ 𝑑𝑣
=

∫ 2

1
𝑣 sin(1) 𝑑𝑣 =

3
2

sin(1).

10 Kurven C kan parametriseres som

r(𝑡) =
(
cos3 (𝑡), sin3 (𝑡)

)
, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 2𝜋

som gir
r′ (𝑡) = 3

(
− cos2 (𝑡) sin(𝑡), sin2 (𝑡) cos(𝑡)

)
.

Dermed er ∮
C
F · 𝑑r =

∫ 2𝜋

0

(
− sin3 (𝑡), cos3 (𝑡)

)
· r′ (𝑡) 𝑑𝑡

= 3
∫ 2𝜋

0

(
cos2 (𝑡) sin4 (𝑡) + cos4 (𝑡) sin2 (𝑡)

)
𝑑𝑡

= 3
∫ 2𝜋

0
cos2 (𝑡)

(
sin4 (𝑡) + cos2 (𝑡) sin2 (𝑡)

)
𝑑𝑡

= 3
∫ 2𝜋

0
cos2 (𝑡)

(
sin4 (𝑡) +

(
1 − sin2 (𝑡)

)
sin2 (𝑡)

)
𝑑𝑡

= 3
∫ 2𝜋

0
cos2 (𝑡) sin2 (𝑡) 𝑑𝑡

=
3𝜋
4
,

der den siste likheten følger fra ∫ 2𝜋

0
cos2 (𝑡) sin2 (𝑡) 𝑑𝑡 = 𝜋

4
.

Greens teorem gir at ∮
C
F · 𝑑r = 2

∬
𝑅
𝑑𝐴 = 2 areal(𝑅).

Altså er
areal(𝑅) = 1

2

∮
C
F · 𝑑r = 3𝜋

8
.
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