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La f(x,y) =x*+ y> —=xy + x + y slik at
Vi(x,y)=(2x-y+1,2y —x+1) =(0,0)
gir ligningene
2x-y+1=0 ®
2y —-x+1=0. 2)

Fra (1) far vi y = 2x + 1 som innsatti (2) gir2(2x + 1) —x + 1 = 3x + 3 = 0, det vil si, x = -1 som
igjengiry =2x +1=-1.
Altsa har f et kritisk punkti (x, y) = (-1,-1), hvor f(-1,-1) = —-1.

Vi m& s& undersgke hvilke verdier f tar i omrédet D = {(x,y) € R2 | x <0,y < 0ogx+y > —3}.
Det eneste kritiske punktet til f ligger i D, sa det som gjenstar a sjekke er hvilke verdier f oppnér
langs randen til D.

Vi undersgker verdiene f oppnar langs x =0, -3 < y < 0.La g(y) = f(0, y), det vil si,
g =f0,y) =y +y=y(y+1)
slikat g’(y) =2y+1<0for-3<y<-1/2,8'(-1/2) =00g g’(y) > 0for -1/2 < y < 0. Altsd er

‘}1 :f(O,—%) < f(0,y) < f(0,-3) =6

foralle-3< y<0.

Helt tilsvarende far vi

_711 =f(—%,0) < f(x,0)=x*+x=x(x+1) < f(-3,0) =6

foralle-3 < x<0.

Til slutt undersegker vi verdiene f oppndr langs -3 < x < 0, y = —x — 3. La h(x) = f(x, —x — 3), det
vil si,

h(x) = f(x,—-x =3) =x* + (—x = 3)? = x(=x = 3) + x(=x = 3) =3x2 + 9x + 6 = 3(x + 2)(x + 1).

Frah'(x) =6x+9 < 0for -3 <x < -3/2,h(-3/2) =00g h’'(x) > 0for —-3/2 < x < 0 far vi

—Z < h(—;) < h(x) < h(-3) =h(0) =6

foralle-3 < x<0.

Den minste verdien til f i D er derfor —1, mens den stgrste verdien til f i D er 6.
Ved 41a f(x) = x? far vi at
F(x,y,2) = (nyz,xzz, yf(x)) = (nyz,xzz,xzy) =Vo(x,y,z)

der ¢(x, y, z) = x%yz.
Siden r(0) = (0,0,0) og r(;r/2) = (1,1,1), og F er konservativt med potensialfunksjon ¢, far vi

/F-dr:go(l,l,l)—go(0,0,0) =1
c
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Grensen
sin(x) — y
(x,y)—(0,0) X

eksisterer ikke. La f(x, y) = (sin(x) — y)/x. Dersom

lim X,
(x,y)—(0,0) J06y)

skulle eksistert matte grensen

in(x) - k
lim £(x, kx) = lim SR~ KX
x—0 x—0

gitt samme verdi uavhengig av verdien til k noe som ikke stemmer:

. _ _ 3 _
lim sin(x) — kx ~ lim x —-0(x°) —kx _

x—0 X x—0 X

1-k.

En skisse av integrasjonsomradet er gitt i figuren under.

y
1--
X
1
-1+
Vi kan uttrykke integrasjonsomradet som
0<x<1, X< Yy<X

slik at

1 1 1 X 1 X
/ / (x+y)2dxdy=/ / (x+y)2dydx:/ / (x* + 2xy + y*) dy dx
-1 Jyl 0 J-x 0 J-x

1 1 | 8 1! 2
=/ x2y+xy2+§y3] dx=—/ x3dx ==,
0 0

yeex 3 3
La R vaere omradet i x y-planet avgrenset av C, det vil si, omradet gitt ved

0<x<1l x’<y<vx

Greens teorem gir s at

1 pvx 1 1
ygF-dr://(l—Zx)dA:/ / (1—2x)dydx:/(2x3—x2—2x3/2+\/)_()dx:—.
C R 0 Jx2 0 30

I vart tilfelle er
r'(t) = (—4cos(t) sin(t), 2 cos(2t)) = (—-2sin(2t), 2 cos(2t))

slik at partikkelen har beveget seg

37/2 3m/2
s=/ |r’(t)|dt=/ 2dt =31 [m]
0 0

vedt = 3m/2.
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Ved & innfgre polarkoordinater fir vi at 3x? + 4xy + 3y? = 20 kan skrives som
3r® + 4r* cos(6) sin(0) = r*(3 + 2sin(20)) =
slik at
s 20
"~ 3+2sin(20)°

Siden —1 < sin(26) < 1 far vi at
7 20

rez =
3+2
det vil si, 7 > 2. Altsd er den minste avstanden fra origo til kurven 3x? + 4xy + 3y? = 20 lik 2.

>

En skisse av projeksjonen av T i yz-planet er gitt i figuren under.
z

3+

Legemet T er gitt ved
V3<x<V3, x*<z<3, z-2<y<4-z

Volumet av T er sa gitt ved

///dv / /Xz /fzdydzdx_‘/ /xz (6 - 22) dz dx

1

(
/ [GZ—ZZ] _,d :/ (9 - 6x* +x)dx—[9x 2x3 + =x5
=X _‘/g 5

@ La f(x,y) =3 - x? - y?slik at

2 2
d8=\/1+(%) +(%) dA = /1 +4(x2+ y?)dxdy.

1
6
// ds = // 8xdxdy=4/ (y—y4)dy=§.
1+4(x* + y?) 0
Legemet T er gitt ved

0<r<1, 0<6<2m  0<z<r’sin*(0) -r?cos?() +2 =r*(2sin*(0) - 1) +2

Dermed er

slik at volumet av T er gitt ved

2n p1 pri(2sin?(0)-1)+2
=///dV=/ / / dzrdrd0
T o Jo Jo
2 1 VA 1 3
=/ / (r*(2sin?(0) — 1) + 2r) drd@:/ = sin®(0) + > | d6 = 27
o Jo o \2 4
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Divergensteoremet gir at

/LTF.NdS=MdiVFdV=2MdV=4n

der T er randen til T og N er enhetsnormalen til T som peker ut av T. La sd B veere bunnen til
T, det vil si, B = {(x, y,0) | x> + y? < 1} og la L vaere den delen av 9T som ligger pé sylinderen
x>+ y?=1.Daer

//BTF.Ndsz/[gp.Nds+//fBF.(0,0,—1)ds+//2p.ﬁ(&y’o)ds

/[SF.NdS=[/aTF.NdS—[/Z;F.(0,0’_1)(18_‘//21:. X21+yz(x’y’°)d5

=4+ 2z+1)dS
[z
=4n+//8d8

=45 + 1 = 571,

slik at
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