® NTNU TMA4105 Matematikk 2
Institutt for matematiske fag .
Lgsningsforslag

Eksamen 19. august 2021

Dette lgsningsforslaget svarer til kombinasjonen av oppgaver som er lagt ut.
Setter vi inn ligningene for planene i ligningen for kjeglen, far vi falgende:

1. x> = (2y)? + 1, eller x*> — (2y)? = 1, som gir en hyperbel.
2. x> =4+ z%, eller x* — z% = 4, som ogsa gir en hyperbel.

3. (2y)% + z? = 4, som gir en ellipse.
4. Her kan vi rotere koordinataksene i x y-planet slik at linjen x = 2 — \/g y er parallell med en

av aksene. Det gjor vi ved a bytte til koordinatene u = \/gx + \/gy ogv = \/gx - \/gy, slik at
linjen er gitt ved u = 2\/§ . Omvendt har vi at

\/5 \/5 4 \/5 \/? \/E 2v6 \/E
X=q[/zU+4/=V==+4/2V, Y=q/zU— [V = —— — [ =V
5 5 5 5 5 5 5 5

Setter vi dette inn i ligningen for kjeglen, far vi

x* = (2y)* + z*

2 2
4 [3 2v6 |2 )
—+4/zV]| =4|— —/zV]| +2Z
5 5

16 8V3 3, (24 8V3 22) )
+ — +§v =4|—= +=Vv'|+z

— v -—vV
25 545 25 545 5
-16 8V3 , ,
+—Vv-V'=2z
5 s
2
4v3\" 32
\5 5
2
z% + v—ﬁ 32
V5 5

Dette er ligningen for en sirkel i vz-planet.

5. Her kan vi rotere koordinataksene i x y-planet slik at linjen x = 2 — 2y er parallell med en av
aksene. Det gjor vi ved & bytte til koordinatene u = \/gx + \/gy ogv = \/gx - \/gy, slik at
linjen er gitt ved u = \/% . Omvendt har vi at

\/T \/Z 2 \/Z \/Z \/T : \/T
X=q[zU+q/=V==144/=V, Y=q/zU—[zV == —4/ =V
5 5 5 5 5 5 5 5
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Setter vi dette inn i ligningen for kjeglen, far vi

x* = (2y)* + z*

2 2
2[4 4 \F )
—+4/=V| =4|=-—4/zV] +2Z
5 V5 5 Vs

4 8 4, 64 32 —
—+—V+ = — - ——V+-=V+2z
25  54/5 5 25 545 5
155 V5,
© 50 8

Dette er ligningen for en parabel i vz-planet.

For 4 skille de to hyperblene kan vi observere at i (1) ma |x| veere minst 1, mens i (2) ma vi ha
x| > 2.

* Pastand 1 er sann.

Begrunnelse: I polarkoordinater far vi

r? cos 0 sin 6
f(rcosf,rsing) = — = rcos0sin 6,

slik at lim,_,¢ f(rcos6,rsin @) = 0 = f(0,0).
 Pastand 2 er sann.
Begrunnelse: For (x, y) # (0,0) har vi
of .y X
ax  (x? +y2)3/2° ay  (x? + y2)3/2’

mens
0 ,0 .0 d . 0, .0
—f(0,0)zlimmzhm—zo, —f(0,0)zhmf(—y)zhm—zo.
ox x—0 X x—0 X ay y-0 Yy y—0y
+ Pastand 3 er usann.
Begrunnelse: I polarkoordinater har vi forr # 0
3 résin® @
—f(r cos0,rsinf) = ———— =sin® 6,
ax ri
d r3cos® 6
—f(r cos 0, rsin @) = ——— = cos> h.
dy r3

Dermed eksisterer grensene nar r gar mot 0 ikke, siden verdiene er avhengige av hvilken
vinkel 0 vi neermer oss origo langs.

+ Pastand 4 er usann.
Begrunnelse: Hvis f er deriverbar i origo, eksisterer grenseverdien

. f(rcos@,rsinf) .. r?cosfsinf .
lim = lim = lim cos Osin 6.
r—0 r r—0 r‘2 r—0

Men denne grensen eksisterer ikke, siden verdien er avhengig av hvilken vinkel 6 vi naermer
oss origo langs.

Vi kan parametrisere sylinderen x? + (y — 1)? = 1 som
x=cosf, y=1+sinfh, z=z
der 0 < 0 < 27. Ligningen z = x? + 2y? gir da

z=0c0520+2(1+sin6)%? =cos?0+2+4sinO+2sin® O = 3 +4sin O + sin? 6,
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slik at skjeeringskurven er gitt ved
r(6) = (cos6,1+sin 6,3 + 4sin O + sin? 6) (06 <2m)
Deriverer vi dette, far vi
r’'(6) = (—sin 6, cos b, 4 cos 6 + 2sin O cos H).

Punktet (-1, 1, 3) svarer til 8 der cos 8 = —1 og sin 6 = 0, som gir 8 = 7. Da har vi

r'(n) =(0,-1,-4), |r'(m)]=V17, TZ(O’\%’«%)'

Vi bruker Lagranges multiplikatormetode. La g(x, y, z) = x? + y® + z*; da gnsker vi & lgse lignings-
systemet
Vf=AVg, g(x,y,z) =1.

Vi har
Vf =(4x,18y°% 162%), Vg =(2x,6y°42%),

slik at vi har ligningene
4x =2)x, 18y’ =6Ay°,  16z° =4Az%
Her ser vi at vi ma ha

e A=2ellerx =0,
* A=3ellery =0,
e A=4ellerz=0.

Det er bare tre kompatible alternativer; sammen med den siste ligningen x? + y® + z* = 1 far vi
lgsningene

s A=20gy=2z=0,x%=1,detvilsi (x,y,z) = (+1,0,0)
* A=30gx=2z=0,y%=1,detvilsi (x, y,z) = (0, +1,0),
s A=40gx=y=0,z*=1,detvilsi(x,y,z) = (0,0, +1).

Siden x? + y® + z* = 1 er en lukket flate vet vi at den stgrste og minste verdien av f ma oppnés pa
ett av disse 6 kritiske punktene. Vi evaluerer:

f(£1,0,0) =2, f(0,+£1,0) =3, f(0,0,+1) = 4.
Dermed er den minste verdien 2 og den stgrste verdien 4.

Fra F = Vg far vi ligningene

0

%9 = 2xz,

0x

9 )

9% _ ze**MY cos y,
ay

99 _ gesiny sin y +x?,
0z

Fra ligningen for ‘;—f ser vi at
9%, y,2) =X’z +Y(y, 2).

Setter vi dette inn i ligningen for % har vi

oy

_ zsiny
=Zze cos
dy Y
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slik at ' .
V(y,z) =" +x(2), 0(x,y,2) = Xz + e*™Y 1 k(z).

. . 0P co .
Fra ligningen for 7> far vi da

x2+ e siny + k' (z) = €5 sin y + x?,

slik at ¥’ (z) = 0, som gir at x(z) ma vere konstant. Vi ser da at

O(x, y,2) = X2z + *SY

er en potensialfunksjon (og at alle andre potensialfunksjoner avviker fra denne med en konstant).

Siden F er konservativt med potensialfunskjon ¢, vet vi at linjeintegralet langs kurven C er gitt ved

/C F- dr = p(r(2m) - p(r(0))

= ¢(2,2m,21) — ¢(2,0,0)

2msin(2m) _ 0-— 0

=8m+e e

= 8.

La D vaere omréadet avgrenset av C og x-aksen; arealet vi gnsker & finne er da gitt ved dobbelt-
integralet ffD 1dA. I polarkoordinater kan vi beskrive D som punktene (r,60) der 0 < 6 < 7 og
0 < r < €. Vi kan da bytte til polarkoordinater og skrive dobbeltintegralet som

n pe?
//1dA=/ / rdrd6
D 0o Jo

T r=e?
= [—rz] de
2 r=0

0

1 s
=—/ e*® do

2 Jo

=1
1)1
i 629
2|2 6=0

e —1
4

Randen av omradet D (positivt orientert) bestdr av kurven C og kurven C’ som gér langs x-aksen
frax = —€" (ndrr =e",0 =m) tilx = 1 (marr = €% 0 = 0). Greens teorem gir da

21 _
/MH/F.drsz(w_f’_y)dAszldAze 1
c , D ox ay D 4

Vi kan dermed finne verdien av integralet langs C ved & regne ut linjeintegralet langs C’. Vi para-
metriserer C’ somr(t) = (t,0) for —e” < t < 1, som gir dr = (1, 0) dt, slik at

1 1
/F-dr:/ F(t,O)-(l,O)dt:/ (0,2¢) - (1,0)dt = 0.

21

et -1
/F-dr: .
c 4

La S vaere den begrensede flaten vi ser pa. Ved & bruke polarkoordinater i (y, z)-planet kan vi
parametrisere denne som

Vi far dermed at

r(r,0) = (r*,rcos,rsin0), 1<r<20<6<2m.
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Da har vi 3
r r
— = (2r,cos 6,sin 0), — = (0,-rsin 0, r cos6),
o ( ) %9 ( )

or or

— X = =(r, —2r% cos 0, —2r’sin@ s
or 90 ( )
or or
— X — =\/r2+4r4c0529+4r4sin29=rV1+4r2,
or 90
or Or
ds = Exﬁ dodr =rV1+4r2dodr.

Arealet av S er da gitt ved
2 21 2
//1(18:/ rV1+4rzd9dr=2n/ rvi+4r2dr.
s 1 Jo 1

For & regne ut dette bytter vi til variabelen u = 1 + 4r?; da er du = 8r dr og endepunktene r = 1, 2
svarer til u = 5, 17, slik at

2 17 u=17 3/2_ 3/2
1 12 17 5
/ ““‘”zd’":@/ “l/zd”:§[§”3/z] ==

1 5 u=>5

Arealet av S er altsa
173/2 _ 53/2
—72'

6

Curlen av F er gitt ved

i j k
3 ) f]
VXF=|3 3y 9z
e¥? 2yz-cosx y*+y+e?
=((2y+1) - 2y,—(0 - ye¥?),sinx — ze¥?)
= (1, ye¥?,sinx — ze¥?).
Kurven C er en sirkeli planet x = 1. La S veere sirkelskiven avgrenset av C. Da er C positivt orientert
som randen av S og Stokes’ teorem gir

}éF-drz[/S(VxF)-ﬁds.

Vi kan parametrisere S med polarkoordinater som

s(r,0) = (1,rcos 0,rsin9), 0<r<R,0<0<2m.
Da far vi s 5
S S
— =(0,co0s6,sin0), — = (0,-rsin O, rcos0),
p ( ) 20 ( )
s 0s
— X — =(r,0,0),
ar 06 ( )

NdS = (r,0,0) do dr,

. R 21
//(VxF)-Ndsz/ (VXFE)-(r,0,0)dodr
S 0 0

R 21
:// rdodr
0o Jo
R
=2n/ rdr
0

= nR%.

For at dette skal veere 47 mé vi dermed velge R = 2.
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@ Omréadet vi integrerer over i x y-planet er avgrenset av linjene y = 0 og y = xtanT og sirkelen
x?+y? = 1, mensi z-retningen er vi avgrenset av z = 0 og sfaeren x? + y? + z% = 1. 1 kulekoordinater
kan vi beskrive dette omradet ved ulikhetene

0<p<l 0<o@<m2 0<O<T,

slik at vi kan skrive trippelintegralet i kulekoordinater som
1 pr/2 pT
/ / / f(pcos@sin g, psinOsin @, pcos @) r’sin g dode dp.
o Jo 0

Punktet med sylinderkoordinater (r, 6, z) = (V2,7/4,1) har kartesiske koordinater

1 1
x=rcosf=V2.-— =1, y=rsinf=v2. —=1, z=1,
V2 V2

som er punktet der vi kjenner verdien av Vf. Kjederegelen gir da

9g _ofox ofoy ofoz
0 09x 90 9y ad 9z a0
of of of

= —(-rsinf) + —rcosf+ — -0
o0x ay 0z

=1-(-1)+1-1+0=0.
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