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angir ikke volumet av T (det angir volumet av halvkulen med radius 1). Integrasjonsgrensene for p
ma veere 0 og 1/ cos ¢ og ikke 0 og 1 som i alternativet. Integrasjonsgrensene for ¢ ma veere 0 og
/4 og ikke 0 og /2 som i alternativet.

La f(x,y) = x? + eV slik at

Vi, y) = <—f(x ¥), f(x )’)> = (2x + ye*”, xe™?).
Dermed er Vf(1,0) = (2,1).

Siden f er en deriverbar funksjonvetviat D,f(1,0) = Vf(1,0)-u. AltsamaVf(1,0)-u = (2,1)-u =
0 foratD,f(1,0) = 0.

Siden +(—1,2) - (2,1) = 0 er retningene u gitt ved

u=+—-—7-(-12) = (—1, 2).
I( L 2)I \/§
Ved & sette inn for z = x? + y? i ligningen for kuleflaten x? + y? + z> = 2 farviatz + z% = 2,
som har lgsninger z = —2 og z = 1. Siden skjeeringskurven ma ngdvendigvis ligge pa paraboloiden
z = x% + y? kan vi se bort fra Igsningen z = —2 (z er aldri negativ pa paraboloiden).

Setter vi sd inn for z = 1 i ligningen for kuleflaten stér vi igjen med at x? + y? + 1 = 2, det vil si,
x? + y% = 1. Altsd er skjeeringskurven C gitt ved x? + y? = 1, z = 1. En mulig parametrisering av
Cersa

r(t) = (cost,sint, 1), 0<tg2m.

Buelengden til C svarer sa til omkretsen av en sirkel med radius 1, det vil si, buelengden til C er lik
2m.

Vi bruker Lagranges multiplikatormetode for a finne kandidater for stgrste og minste verdi av
f(x,y) = 4x?y pa sirkelen x? + y? = 3. Lagrangefunksjonen

L, y,2) = f(x,y) + A(x* + y* = 3) = 4x®y + A(x* + y* = 3)
har kritiske punkter der VL(x,y, 1) = (0,0, 0). I vart tilfelle er
VL(x,y,1) = ( (x, y,/l) (x v, 4), a}L(x y,/l)) = (8xy + 2Ax, 4x% + 24y, x* + y* — 3)

slikat VL(x,y,4) = (0,0, 0) gir ligningene

x(4y+21)=0 (D
2x2+Ay=0 (2)
x> +y?—-3=0. 3

Fra (1) vetviat x = 0 eller A = —4y. Innsatt for x = 01i (3) far viat y = ++/3. Innsatt for 1 = —4y i
(2) far viat 2x? — 4y? = 0, det vil si, x> = 2y?. Setter vi inn for x> = 2y?i(3) farviat 3y? -3 =0
som har Igsning y = +1, og som igjen gir at x = +/2.
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Kandidatene til stgrste og minste verdi av f(x,y) er dermed
£(0,+V3) =0, f(+V2,-1)=-8 og f(+V2,1)=8.

Siden f er en kontinuerlig funksjon og kurven x? + y? = 3 er en lukket og begrenset mengde mé
f oppna en stgrste og minste verdi blant punktene vi har funnet. Det vil si, den minste verdien av
f(x,y) er —8 og den stgrste verdien av f(x, y) er 8.

La f(x,y) = (x% + xy? + y?)/(x? + y?). Vi benytter polarkoordinater. For (x,y) # (0, 0) har vi at

f(x,y) = f(rcos6,rsinf)
r2 cos? @ + r3 cos 0 sin® 6 + 12 sin® 6
")
r2 + 13 cosOsin® @
)
=1+ rcos8sin?6.

Legg merke til at (x,y) — (0, 0) hvis og bare hvis r — 0. Siden
lim f (r cos 6,7 sin §) = lim (1+7rcos@sin®f) =1
ogvivetat g(t) = Int er en kontinuerlig funksjon for t > 0, har vi at

) x% + xy? + y?
lim In|—————|=In1=0.
(x,y)~(0,0) x% + y?

@ Vi benytter sylinderkoordinater.

La T vaere omradet i R3 gitt ved ulikhetene z

2<2z<9, r’+4<z® og r’g1. 5

Figuren til hgyre viser projeksjonen av T i rz-planet.

Omradet T er avgrenset nedentil av hyperboloiden
z2 — r?2 = 4 og oventil av planet z = 9 og pa sidene
av sylinderenr = 1.

Volumet av T er dermed

2w 1 9
f f f rdzdrd0
0 0 JV4+r2

1
=21Tf r(9 —+V4+r¥)dr
0

1

R4 = = - — - _ _

2
=T [97"2 — §(4 + T2)3/2]
0

2(43—2-53/2).

Integrasjonsomradet er avgrenset i x-retning av kurvene x = \/y og x = 2, ekvivalenty = x? og
x = 2; 0giy-retningavy = 0.
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Figuren til hgyre er en skisse av integrasjonsomradet. Med integrasjons- y
rekkefglgen byttet om far vi at

4 (2 2 (x?
f J- 5ycos(x®)dxdy = J- J- 5y cos(x>) dy dx
0o Jyy o Jo

1 2
= J- 5x* cos(x®) dx
2Jy

1.. 2 sin(32)
3 [51n(x5)]0 =—0

For & vise at vektorfeltet F(x,y) = (x +y + 4x3y3,y3 + x + 3x*y?) er konservativt er det nok & vise
at det finnes en potensialfunksjon.

En potensialfunksjon ¢ ma tilfredsstille Vo (x, y) = F(x, y), det vil si,

do
Sy BV =Xy +axty? 4)
do
5(& y) = y3 + x + 3x*y2. (5)
Fra (4) far vi at

1
o(x,y) = f(x +y+4x3y3) dx = sz +xy +x*y3 + CL(y),

og fra (5) far vi at

1
o(x,y) = j(y3 +x 4+ 3x*y?)dy = Zy‘* +xy +x*y? + C(x),

slikat C;(y) = y*/4 + K, og C5(x) = x?/2 + K, der vi kan sette konstantene K, og K, til & vaere 0.
Altsa er

1 1
QoY) = 5% + 2yt +xy + 2ty
en potensialfunksjon til F(x,y) = (x + y + 4x3y3,v3 + x + 3x*y?).
Ved a utnytte at F(x, y) = Vo (x, y) har vi at

fc F-dr = p(r(2m)) - p(r(0)) = p(2¢?",0) — p(2,0) = 2(e*™ — 1),

@ Divergensteoremet gir at

[ 5= [ v

I vart tilfelle er divF(x,y,z) = x? + y2.

Fra oppgaveteksten har vi at T kan beskrives i sylinderkoordinater, der 0 < z < 4 — r20<r<?
0g 0 < 0 < 2m. Altsd er

2w 2 412 2 2
. 1 32
fff leFdef f f rz-rdzdrd9=27'[f (4—r2)r3dr=2n[r4——r6] = —m.
T o JoJo 0 6 [, 3

Fra oppaveteksten vet vi at projeksjonen av C i xy-planet er gitt ved x? + x + y? = 2. Innsatt for
detteiz = (x + 2)> + y? + 1 farviat

z=(x+2)?+y’+1=x?4+4x+4+y*+1=x+x+y>+3x+5=2+4+3x+5=3x+7.

TMA4105 Matematikk 2 5. juni 2019 Side 3



TMA4105 Matematikk 2 — Lgsningsforslag eksamen 5. juni 2019

(Vi fir det samme om vi setter inniz = 10 — (x — 1)? — y2.) Altsa ligger C i planet z = 3x + 7.

LaF(x,y,z) = 2z — yz,cosy + z,x? + z2 + xy) slik at
curl F(x,y,z) = VX F(x,y,2z) = (x — 1,2 — 2x% — 2y, 2).

Fra Stokes’ teorem har vi si at
jg F.-dr= ff curl F-NdS,
c S

der S er flaten gitt ved z = 3x + 7, (x + 1/2)? + y? < 9/4, oghvor NdS = (=3,0,1) dx dy.

Altsa er
ng'drzﬂ- curl F-NdS
¢ s

=ff 5 (=3x+3+z)dxdy
(s a2

=10 ff dxdy
(s+ 1) 03

10 9 45

= JT= T
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