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Institutt for matematiske fag

Lasningsforslag

Eksamen 10. august 2016

Observer at f(0,1) = 0. En ligning for tangentplanet til grafen til f i punktet (0, 1, 0) er gitt ved

of of _
E(O,l)x + @(0,1)(}/ -1)—-z=0.

I vart tilfelle er

af X X
a(x,y) = cos(e*Iny)e*Iny
X

9 (x,3) = cos(e*Iny)
—(x,y) = cos(e*lny)—
dy y y v

slik at

of _ of _
@D =0 og FZOD=1

Dermed er en ligning for tangentplanet i punktet (0, 1, 0) til grafen til f gitt ved

y—1-z=0.

[ vart tilfelle er

0
Vh(x,y) = m(l —x%+y% —2xy)

slik at Vh(2,1) = (=5, —10). Skalarfeltet h stiger mest i retningen gitt ved Vh(2,1) = (-5,—10),
da det er retningen som gir stgrst retningsderivert til h.

Vi finner projeksjonen av skjeeringskurven ned i xy-planet:

2
1
2—x%2—4y?=1-2x—4y detvilsi (x—1)2+4< _E) =3.

Dette beskriver en ellipse med sentrumi (1, 1/2) og halvakser /3 (i x-retning) ogv3/2 (i y-retning).
Ved a utnytte at z = 1 — 2x — 4y far vi at en mulig parametrisering for skjeeringskurven mellom §
og grafen til f er gitt ved

1 V3 1 V3
r(t) = <1+\/§cost,§+7sint,1—2(1+\/§cost)—4<z+7sint>>

1 V3
= <1+\/§cost,z+7sint,—3—2\/§(cost+sint)>,

der0 <t <2m.

Integrasjonsomradet er skissert i figuren til hgyre.

Fra ulikhetene |y| < x < 1 0g—1 < y < 1 finner vi at det samme omradet kan y
beskrives ved ulikhetene —x <y < xo0g0 < x < 1. '
Dermed er —x
1 1 1 x 1 2
f (x+2y)dxdy=f f (x+2y)dydx=f 2x2dx=§. -1
-1 |y| 0 v —x 0
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La f(x,v) = (x? + 3y?)/(x% + y?). Observer at f(x,0) =1 - 1ndrx — 0,ogat f(0,y) =3 - 3
nar y — 0. Altsa far vi forskjellige verdier for f(x,y) nar (x,y) — (0,0) avhengig av hvilken vei vi
folger inn mot origo. Dermed kan ikke grenseverdien eksistere.

@ La g(x,y,z) = x2 + y? + z? — 4. De ngdvendige og tilstrekkelige betingelsene for stgrste og minste
verdi er:

Vf(x,y,2) =AVg(x,y,z) og g(x,y,z)=0.
I vart tilfelle er
Vf(x,y,z) = (2x,4y,62z) og Vg(x,y,z) = (2x,2y,2z).

FraVf(x,y,z) = AVg(x,y,z) far vi

x=Ax 1)
2y = Ay (2)
3z =1z 3

Antaatx # 0.Dagir (1) atA = 1, som innsatti (2) og (3) giry =z = 0.Frag(x,0,0) =x2—4=0
far viat x = +2. Observer at f(+2,0,0) = 4.

Antaaty # 0.Dagir (2) at A = 2, som innsatti (1) og (3) girx =z = 0.Frag(0,y,0) =y>—-4=0
far viaty = +2. Observer at f(0,12,0) = 8.

Anta at z # 0. Da gir (3) at A = 3, som innsatti (1) og (2) girx =y = 0. Frag(0,0,2z) = z> —4 =0
farviatz = +2. Observer at f(0,0 + 2) = 12.

Altsd er 12 den stgrste verdien f tar pa kuleflaten x2 + y? + z% = 4.

Kurven C og det tilhgrende omradet R er skissert i figuren til hgyre.

Linjestykket fra (—2,1) til (1,7) kan beskrives som grafen til y = y
2x + 5,der —2 < x < 1. Linjestykket fra (—2, —3) til (1, 0) kan be-
skrives som grafentily = x —1,der -2 < x < 1.

Omradet R er sa beskrevet ved ulikhetene x —1 < y < 2x + 5 og
—2 < x < 1. Greens teorem gir sa at

f xydx+2xdy=ff (2—x)dxdy
e R
1 2x+5
= f f (2—-x)dydx
-2 x-1

1
=f (12 — 4x — x?) dx
-2

= 39.

For & finne z-verdien der paraboloiden og kuleflaten skjerer hverandre, bruker vi at 2z = x2 + y?
slik at
x2+y24+2z2=2z+2z2=3 detvilsi (z+3)(z—1)=0.

Altsd er z = —3 eller z = 1. Paraboloiden gir kun positive verdier for z, sa vi kan utelukke z = —3.
Fra2z = x?+y?firviatz = 1 giratx?+y? = 2. Altsd er projeksjonen av skjeringskurven mellom
paraboloiden og kuleflaten ned i xy-planet en sirkel med sentrum i origo og radius v/2.

La S vaere den delen av paraboloiden z = (x?+y?)/2 som ligger innenfor kuleflaten x?+y?2+2z2 = 3.
En mulig parametrisering av § er gitt ved

1
r(r,0) = (r cos 8,rsin @, §T2> ,
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der 0 <7 <+v20g0 < @ < 2m. Det gir at

0% (7,0) = (cos 0,sin 6
a(r, ) = (cos,sin6,r)

dr )
%(r, 6) = (—rsinb,rcos6,0)

slik at ) )
dr Or ! J k .
3 =78 (r,0) =] cosf sin@ r|=(-r?cosf,—r?sin0,7).
r —rsinf rcosf 0
Altsa er
ds = (2 % 2\ v 0| drdo = /72 5 1dr de
=37 % 38 (r,0)|drd8 =ryr rdé.
Dermed er

2m V2 3 2
areal(s) = ﬂ- s = f f rVr2 +1drdf = rtJ- Vudu = §n(33/2 -1),
s o Jo 1

der vi har brukt substitusjonen u = r2 + 1.

9] a)

b)

Gittat G(x,y,2) = (0,H(x,y,z),0),sa er
i
a

F) 0H 0H
curl G(x,y,2) = |- % - = —Z(X,}’.Z),O,a(x;y,z)

som innsatt i ligningen curl G(x,y,z) = F(x,y,2) = (—x,0, 2x + z) gir

0H
E(x, y,z) =x (4)
0H
a(x, v,z) = 2x + 2. (5)

Fra (4) far vi at
J0H
H(x,y,Z)=f5dz=fxdz=xz+C(x,y)

som innsatt i (5) gir at

ac _
P (x,y) = 2x.
Altsd er C(x,y) = x? + D(y). Dermed er H(x,y,z) = x(x + z) + D(y), slik at
G(x,y,z) = (0,H(x,y,2),0) = (0,x(x + z) + D(¥),0)
er et vektorpotensial til vektorfeltet F(x,y,z) = (—x, 0, 2x + z).

Fra a) vet vi at G er et vektorpotensial til vektorfeltet F, som gir ved Stokes’ teorem at

ff F-Ndszﬂ curlG-Ndszf G - dr,
S S as

der 0§ er randen til § orientert mot urviseren sett ovenfra.
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PadSvetviatx?+y? = 3,slikatz = x2+y2+x—3 = x. Altsd z
ligger dS i planet z = x. Projeksjonen av d$ ned i xy-planet er
gittved x? + y% = 3.

La 8’ veere flaten gitt ved z = x, der x? + y? < 3. Da gir Stokes’
teorem at

ﬂ curlG - NdS = G-drzﬂ curl G - N dS,
S as S’

der enhetsnormalen N til ' peker oppover.

I tilfellet for S’ er
NdS = (-1,0,1)dxdy

slik at

ﬂ curlG-Ndszﬂ (3x+z)dxdy=ﬂ 4xdxdy =0,
N x2+y?<3 x2+y?<3

der vi har brukt at z = x og hvor den siste likheten fglger av symmetri. Altsa er

ﬂ F-Nds =0.
S
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