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1 Tegner først området vi skal integrere over.
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2 Vi ser på hva som skjer med grensen hvis vi går langs kurven y = kx2 der k er en konstant.

Dette gir
2x8

y4 +x8 = 2x8

k4x8 +x8 = 2

k4 +1
.

Altså vil grenseverdien når (x, y) → (0,0) avhenge av k når vi går langs kurven y = kx2, hvilket igjen betyr
at

lim
(x,y)→(0,0)

2x8

y4 +x8

ikke eksisterer.

3 En parameterfremstilling for kurven er gitt ved

r(t ) = t i+ t 2 j, t ∈R.

Det gir

v(t ) = dr

dt
= i+2t j,

slik at

T(t ) = 1

|v(t )|v(t ) = 1p
1+4t 2

(i+2t j).

Gitt en vektor u = ai+bj i planet, så gjelder det at ±(−bi+aj) står normalt på u. Da enhetsnormalvektoren
står normalt på enhetstangentvektoren (og skal peke mot den siden kurven krummer), har vi at

N(t ) = 1p
1+4t 2

(−2t i+ j).
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Krumningen til en kurve gitt ved y = f (x) er gitt ved

κ(x) = | f ′′(x)|[
1+ (

f ′(x)
)2

]3/2
.

I vårt tilfelle gir det at

κ(x) = 2

(1+4x2)3/2
.

Vi er bedt om finne krumningen og enhetsnormalvektoren i punktet (x, y) = (1,1), som svarer til å sette
x = t = 1. Det vil si,

κ(1) = 2

53/2
, og N(1) = 1p

5
(−2i+ j).

4 a) Ligningen for tangentplanet til

z = f (x, y) = 100− 1

3
p

2
x2 −

p
2

3
y2,

i punktet (−1,1,100−1/
p

2) er gitt ved

z −
(
100− 1p

2

)
= fx (−1,1)(x +1)+ fy (−1,1)(y −1).

Da

fx (x, y) =−
p

2

3
x, og fy (x, y) =−2

p
2

3
y,

får vi at ligningen for tangetplanet er

−
p

2

3
x + 2

p
2

3
y + z = 100+ 1p

2
.

b) Hvis vi beveger oss i retning sørøst beveger vi oss i retningen til vektoren

u = 1p
2

(i− j).

Den retningsderiverte til f (x, y) langs u i punktet (−1,1) er så

Du f (−1,1) =∇ f
∣∣
(−1,1)·u = 1

3
+ 2

3
= 1.

Altså skråner terrenget med en vinkel

θ = arctan1 = π

4
.

5 La f (x, y) = x2 + y2 og g (x, y) = 5x2 +6x y +5y2 −8, slik at

∇ f = 2x i+2y j,

∇g = (10x +6y) i+ (6x +10y) j.

Lagrange multiplikatormetode gir så
∇ f =λ∇g ,

det vil si,

x =λ(5x +3y), (1)

y =λ(3x +5y). (2)
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Anta at 5x+3y = 0. Da gir (1) at x = 0, som ved antagelsen om at 5x+3y = 0 gir at y = 0. Anta at 3x+5y = 0.
Da gir (2) at y = 0, som ved antagelsen om at 3x +5y = 0 gir at x = 0. Ettersom g (0,0) = −8 6= 0 kan vi se
bort fra x = y = 0.

Fra (1) og (2) får vi

λ= x

5x +3y
= y

3x +5y
. (3)

Ligning (3) gir så 3x2 +5x y = 3y2 +5x y , det vil si x2 = y2.

La så y = x. Innsatt i g (x, y) gir dette

g (x, x) = 5x2 +6x2 +5x2 −8 = 16x2 −8 = 0,

det vil si x =±1/
p

2, som igjen gir

f

(
± 1p

2
,± 1p

2

)
= 1

2
+ 1

2
= 1.

La så y =−x. Innsatt i g (x, y) gir dette

g (x,−x) = 5x2 −6x2 +5x2 −8 = 4x2 −8 = 0,

det vil si x =±p2, som igjen gir

f
(
±p2,∓p2

)
= 2+2 = 4.

Avstanden fra origo til kurven 5x2 +6x y +5y2 = 8 er gitt ved h(x, y) =
√

x2 + y2 = √
f (x, y). Den største

avstanden fra origo til kurven er dermed
p

4 = 2, og den minste avstanden er
p

1 = 1.

6 a) Fra definisjonen til curl får vi

curlF =∇×F =

∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

2x yex2
ex2

2z

∣∣∣∣∣∣∣= 0.

Ettersom F er definert for alle (x, y, z) ∈ R3 og curlF = 0, så er F et konservativt vektorfelt (jamfør
læreboken side 912).

b) Fra a) vet vi at F er konservativt, det vil si atˆ
C

F ·Tds =
ˆ

L
F ·Tds

der L er den rette linjen fra (1,0,0) til (−1,0,π).

En parameterfremstilling for L er

r(t ) = (1−2t ) i+πt k, 0 ≤ t ≤ 1.

Fra uttrykket for r(t ) finner vi
dr

dt
=−2 i+πk,

slik at

F
(
r(t )

)·dr

dt
= (

e(1−2t )2
j+2πt k

)·(−2 i+πk
)= 2π2t .

Dermed får vi ˆ
L

F ·Tds =
ˆ 1

0
F
(
r(t )

)·dr

dt
dt =
ˆ 1

0
2π2t dt =π2.

7 a) Vi innfører sylinderkoordinater. Vi deler opp T i to biter, T1 og T2 der

T1 :
√

r 2 −4 ≤ z ≤p
5, 2 ≤ r ≤ 3, 0 ≤ θ ≤ 2π,

og T2 er sylinderen med radius 2 og høyde
p

5,

T2 : 0 ≤ z ≤p
5, 0 ≤ r ≤ 2, 0 ≤ θ ≤ 2π.

Volumet til T er så

V =
Ñ

T
dV =

Ñ
T1

dV +
Ñ

T2

dV =
ˆ 2π

0

ˆ 3

2

ˆ p
5

p
r 2−4

dz r dr dθ+π ·22 ·p5 = 17

3
π
p

5.
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b) La S′ betegne overflaten til legemet T . Da sier divergensteoremet atÏ
S′

F ·ndσ=
Ñ

T
divFdV.

Divergensen til F er gitt ved
divF =∇·F = 1+1+1 = 3,

slik at Ï
S′

F ·ndσ= 3
Ñ

T
dV

a)= 17π
p

5.

Flaten S′ er flaten S limt sammen med flatene D1 og D2, der

D1 : z =p
5, 0 ≤ r ≤ 3, 0 ≤ θ ≤ 2π,

og
D2 : z = 0, 0 ≤ r ≤ 2, 0 ≤ θ ≤ 2π.

Ettersom n skal peke ut av T har viÏ
S

F ·ndσ+
Ï

D1

F ·ndσ+
Ï

D2

F ·ndσ

=
Ï

S
F ·ndσ+

Ï
D1

F ·kdσ+
Ï

D2

F · (−k)dσ

=
Ï

S
F ·ndσ+

Ï
D1

(z −x)dσ−
Ï

D2

(z −x)dσ

=
Ï

S
F ·ndσ+

Ï
D1

(
p

5−x)dσ−
Ï

D2

(0−x)dσ

=
Ï

S
F ·ndσ+p

5
Ï

D1

dσ−
Ï

D1

x dσ︸ ︷︷ ︸
=0 ved symmetri

+
Ï

D2

x dσ︸ ︷︷ ︸
=0 ved symmetri

=
Ï

S
F ·ndσ+p

5 ·π ·32

= 17π
p

5,

det vil si Ï
S

F ·ndσ= 8π
p

5.
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