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Divergens til et vektorfelt

Divergensen til vektorfeltet

F(x , y , z) = (P(x , y , z),Q(x , y , z),R(x , y , z))

der (x , y , z) ∈ D ⊆ R3, er definert ved

div F(x , y , z) = ∇ · F(x , y , z) = ∂P

∂x
(x , y , z) +

∂Q

∂y
(x , y , z) +

∂R

∂z
(x , y , z).
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Curl til et vektorfelt

Curlen til vektorfeltet

F(x , y , z) = (P(x , y , z),Q(x , y , z),R(x , y , z))

der (x , y , z) ∈ D ⊆ R3, er definert ved

curl F(x , y , z) = ∇× F(x , y , z)

=

(
∂R

∂y
(x , y , z)− ∂Q

∂z
(x , y , z),

∂P

∂z
(x , y , z)− ∂R

∂x
(x , y , z),

∂Q

∂x
(x , y , z)− ∂P

∂y
(x , y , z)

)
.
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Eksempel: Curl til vektorfelt i planet

La

F(x , y) = (0, x(a− x)),

der (x , y) ∈ R2 og hvor a > 0.

Curlen til F er da gitt ved

curl F(x , y) = (0, 0, a− 2x).

𝑦

𝑥
𝑎

௔ଶ
ସ

F(𝑥, 𝑦) = (0, 𝑥(𝑎 − 𝑥))
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Regneregler for div og curl
(a) ∇(ϕψ) = ϕ∇ψ + ψ∇ϕ

(b) ∇ · (ϕF) = (∇ϕ) · F+ ϕ(∇ · F)

(c) ∇× (ϕF) = (∇ϕ)× F+ ϕ(∇× F)

(d) ∇ · (F× G) = (∇× F) · G− F · (∇× G)

(e) ∇× (F× G) = (∇ · G)F+ (G · ∇)F− (∇ · F)G− (F · ∇)G

(f) ∇(F · G) = F× (∇× G) + G× (∇× F) + (F · ∇)G+ (G · ∇)F

(g) ∇ · (∇× F) = 0

(h) ∇× (∇ϕ) = (0, 0, 0)

(i) ∇× (∇× F) = ∇(∇ · F)−∇2F
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Vektorpotensial

La F være et glatt vektorfelt definert på et område D ⊆ R3.

Anta at det finnes et vektorfelt G definert på D slik at

curl G(x , y , z) = F(x , y , z)

for alle (x , y , z) ∈ D. Da er
div F = 0.

Vi sier at G er et vektorpotensial for F.
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Greens teorem
La R være et regulært, lukket
område i xy -planet hvis rand,
C = ∂R , består av en eller flere
stykkevis glatte, enkle lukkede
kurver som er positivt orientert
med hensyn på R .

Hvis F(x , y) = (P(x , y),Q(x , y)) er et
glatt vektorfelt definert på R , så er∮

C
F · dr =

∫∫
R

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dA.

𝑦

𝑥

C

C 𝑅
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Divergensteoremet i planet
La R være et regulært, lukket
område i xy -planet hvis rand,
C = ∂R , består av en eller flere
stykkevis glatte, enkle lukkede
kurver som er positivt orientert
med hensyn på R .

Hvis F(x , y) = (P(x , y),Q(x , y)) er et
glatt vektorfelt definert på R , så er∮

C
F · N̂ ds =

∫∫
R

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y

)
dA.

𝑦

𝑥

N̂

T̂̂T
C

C 𝑅
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