TMA4105 Matematikk 2

Anbefalte oppgaver uke 10

Véaren 2024
Losningsforslag
Feltlinjene er gitt ved y = y(x) der
ay _x
x y

Dermed er ydy = x dx som gir at

Anta at F er konservativt. Da finnes det ¢(x, y) slik at

Yy

Ox(x,y) = , Py(X,y) = —m-

x? + y?

For (x, y) # (0,0) er ¢ annenordens kontinuerlig deriverbar og derfor mé vi ha ¢y, (x, y) =
@yx(x, y) her, men det er lett & se at @xy (X, y) = —@yx(X, y). Altsd er ikke F konservativt.

Anta at ¢ er en potensialfunksjon. Da er

(PX(X,)’,Z)ZZX)’_ZZ S ‘P(X,y,z)zxzy_zzx'*‘cl(y’z)
Py(X,y,2) = 2yz +x* = 9(x,¥,2) = Y’z +x*y +C2(x, 2)
(PZ(X,)’,Z):_ZZX"‘)’Z Ead ‘P(X:y,z)=_ZZX+)’ZZ+C3(X:)’)

slik at C1(y,z) = y*z + Ky, C2(x,z) = —z?x + K3 og C3(x,y) = x*y + K3, der vi kan sette
konstantene K;, K, og Kj til & vaere 0.

Dermed er F konservativt og en potensialfunksjoner til F er gitt ved

o(x, y,z) = x*y — z°x + y*z.
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La oss skriver = (x, y,z),rg = (a, b, ¢). Da har vi

1
-+ (Y- b+ (z- 0

o(r) =

Vektorfeltet vi er pd jakt etter er Vo = (¢x, ¢y, ;). P4 grunn av symmetri holder det & finne
for eksempel

2(x —a)
(x=@)?+(y =b)*+(z - c)»)*
for ¢y (x, y,z) og ¢,(x,y,z) fies ved & erstatte i telleren (x — a) med henholdsvis y — b og
z — c. Dermed er

(pX(X:y’Z) ==

Vo(r) = -

(r —ry).

Ir —ro|*

En potensialfunksjon finnes via tilsvarende fremgangsmate som tidligere oppgaver. Betegn
potensialfunksjoner med ¢. Vi finner

2X x?2
(Px(X,y,Z)=7 Sl (P(X’y,z)=7+C1(J’:Z)
2 2
0y(x,y,2) = 7y = 0(x,y,2) = % +C2(x, 2)
X2+ 2 X2+ 2
@z(x,y,2) = - Zzy = o(x,y,2) = +C3(x,y)

slik at C1(y, z) = K1, C2(x, z) = K, 0g C3(x, y) = K3, der vi kan sette konstantene K3, K, 0g K3
til & veere 0. Dermed er F konservativt og en potensialfunksjon til F er gitt ved

X2+ 2
‘P(X,)’:Z)= Zy .

Ekvipotensialflatene er gitt ved ¢(x, y, z) = E, der E er konstant. Det vil si,

_xP+y?
~E

der E # 0. Merk at dersom E = 0 sd er x? + y? = 0, det vil si, x = y = 0. I tilfellet E # 0 far vi
paraboloider. Feltlinjer kan vi finne for eksempel pa folgende méte. Anta at integralkurven
er gitt ved r(t) = (x(t), y(t), z(t)). Det gir at

dx 2x dy 2y o dz  x*+y*
"z a z° % @ T2
Dette kan vi sd skrive som )
z
—dx=—dy=- dz
2x 2y Y= + y?
som igjen gir at
1 1 2
—dx =— :—zzzdz,
y X“+y
som gir In(]x|) = In(|y|) + C, det vil si, y = Ax med A konstant. Innsatt i x? + y? foran dz fr
Vi 1 )
z
—dx = —————dz,
X X% + A2x2

det vil si,
—2zdz = x(1 + A%) dx.
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Dermed er 1
-z% = Ex2(1 +A% +B

som etter & ha ganget med 2 og erstattet 2B med B’ og x3A? med y? gir oss at
222 =x*+y*+B,

det vil si,
—B =2z* +x* + y*.

Merk nd at B m4 veere negativ (eller i det minste ikke-positiv), siden —z2 er det. Altsd kan vi
erstatte B’ med en ikke-negativ konstant, D, slik at vi ender opp med ellpsoider

D=2z +x*+ y2.

Feltlinjene vare er disse ellipsoidene snittet med planene y = Ax, som dermed gir oss ellipser.
Vi kan ogsa typisk gi parametriseringer av deler (positive og negative z) for disse med x som
parameter, si

D —t2 — A2t?

r(t) = 5

t,At, =

Nedenfor har vi plottet en typisk slik feltlinje med A = 1 = D i planet y = x (siden vi har +
far vi egentlig to parametriseringer).

@ Vi finner v(t) = r’(t) = (2t,1, 2t) og dermed v(t) = |v(t)| = V8t + 1. Dermed er

/Cyds=/Omy(t)v(t)dtz/OmtV8t2+1dt=21—4((8m2+1)3/2—1).

Vi parametriserer projeksjonen av sylinderen ved x(t) = acos(t), y(t) = asin(t), dert €
[0, 277]. Dermed finner vi z(t) = x(t) = acos(t) og parametriseringen for skjeringskurven
mellom sylinderen x? + y? = a? og planet z = x blir

r(t) = a(cos(t), sin(t), cos(t)), t € [0,2m].
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Skal vi veere i forste oktant ma vi faktisk videre restriktere t € [0, 7/2]. Vi deriverer og finner

v(t) = a(—sin(t), cos(t), —sin(t)) og dermed v(t) = |[v(t)| = |a]y/1 + sin?(¢t). Dermed er

/2
/xds = alal / cos(t)4/1 +sin?(¢t) dt = dla| (\/§+ln(\/§+ 1)) .
C 0 2

Anta at a > 0 for enkelhetsskyld. Vi kan parametrisere x> + y?> = a?, y > 0 orientert mot
klokken ved bruk av x(t) = acos(t) og y(t) = asin(t), dert € [0, 7]. Dermed finner vi:

a) /Xdy:/ x(t)y’(t)dt:azf cosz(t)dtzj—ra2
o 0 0 2

b) /ydx:/ y(t)x’(t)dtz—aZ/ sin?(¢) dt = -~ a?.
c 0 0 2



