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Losningsforslag

Det er lurt med en skisse, og dette kan gjares i planet: bytt ut y-aksen med z og x-aksen med
r der vi bruker sylinderkoordinater. Vi ma bare huske pa atr > 0.

a

La oss forst finne hvor kjeglen z = r skjeerer sfeeren r? + z> = a®. Vi finner at dette er nér
2r? = a? eller r = a/V2. Det fplger at volumet vi gnsker er gitt ved

m rE Va?-r? 5 1
V=/ f / dz rdrd6=2n/ r(Va® -r?—r) dr=§(2—\/§)na3.
o Jo Jr 0

Vi bruker sylinderkoordinater og finner at R er gittved r? < z < V2 — r2. Vi finner der flatene
skjeerer hverandre (verdien til r der vi har skjeering). Vi finner da at r* = 2 — r2. Det vil si
r*+r2 -2 =0.Detvilsi (r*+1/2)2 - 1/4 -2 = O eller (husk atr > 0) r = —1/2 +/9/4 = 1.
Dermed blir integralet vi er pa jakt etter gitt ved

2 1 N2 1 .
/ / / zdzrdrd9=n/ r2-rt-rt)dr=—.
o Jo Jr 0 12

Massesenteret er gitt ved (merk at X, 0g X er vektorer henholdsvis gitt ved (Xcm, Yems Zem)

og (x, y, z) nedenfor)
1
o= [ o

der M = ff [ P AV. Symmetri gir at Xem = Yem = Zem S8 det holder & regne ut en av disse. Vi
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finner

a a a a aa3
M=///(x2+y2+zz)dxdydz=//(—+y2a+zza)dydz
o Jo Jo o Jo \3
=...=a5
a 4 2 2
xcm_/// (x*+y +z)dxdydz_//(a—+y2a—+zza—)dydz
o \ 4 2 2

= +a/ d—a a_ ab.
4 oy YTET T T
Dermed er
Xem = 22 (1,1,1)
cm—lz y 4y .

https://wiki.math.ntnu.no/_media/tma4105/eksamen/1f_tma4105_08k.pdf
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@ a) Volumet av en sylinder med hgyde h og radius r finner vi for eksempel med sylinder-
koordinater (det er vel naturlig!):

21 r h r
Veylinder = / / / dzpdpdé = 2rth / pdp = rthr?.
0 0 0 0

b) Volumet av en kule med radius R finner vi for eksempel med kulekoordinater (det er
vel naturlig!):

21 T R3 R3
Vku1e=/ / / p?sin(g)dpdedd=2m7-2- — = iy
0 o Jo 3 4

¢) Volumet av en kjegle med radius r og hgyde h kan regnes ut ved & bruke sylinderkoor-
dinater. La z = ap der vi velger aslik at ndr z = hsd er p = r. Det gir at a = h/r. Altsd er
kjeglen var gitt ved z = (r/h)p og

21 r h r 2 3 2
h hrc  hr nireh
ijegle:/ / / dzpdde:Zn/ (hp——pz) deZJT(T——g):T.
0 0 J(h/r)p 0 r r



