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Losningsforslag

Det letteste er kanskje a bytte til polarkoordinater. Siden vi skal integrere over en kvartdisk
i forste kvadrant finner vi dermed
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Gjennomsnittverdien til f(x, y, z) over R er gitt ved
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der V(R) betegner volumet til R. Hvis R er enhetskuben er V(R) = 1 og vi ender opp i det
tilfellet ogsa f(x, y, z) = x> + y? + z> med
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a) Volumet av sylinder med hgyde h og radius r:
V= // hdA = hAreal({x* + y* < r?}) = nr’h.
x2+y2<r?

b) Kule med radius R: se pa z = f(x, y) = YR? — x% — y2. Volumet til kulen vi vil ha er da
to ganger volumet av z over disken x? + y? < R?. Det vil si:

sz// VR? — x% — y2 dA.
x2+y2<R?

Bruk av polarkoordinater gir dermed:
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¢) Volum av kjegle med radius r og hgyde h:la z = f(x,y) = v/x% + y? der x* + y? < r2.
Da er grafen til z en kjegle med radius r og hgyde r. Betrakt derfor g(x, y) = h/r der
x%+y? < r? som for. Da er grafen til g en kjegle med radius r og hgyde h. Volumet under
kjeglen, som er volumet under grafen til g, er da gitt ved

h
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Bruk av polarkoordinater git dermed (nedenfor er r’ ikke den deriverte til r (hva skulle
detteidet hele tatt bety?), men kun en variabel vi bruker i integrasjonen siden r allerede
er opptatt med rollen som radius)
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Volumet av selve kjeglen blir nd volumet av en sylinder med radius r og hgyde h, som
er tr’h, minus V;. Altsd er volumet vi er pd jakt etter gitt ved
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Vi kunne ogsa fatt dette direkte ved a erstatte g ovenfor med h — g.

Anta at polarkurven var er r = f(6) med 6 € [q, b]. Da er integrasjonsomradet vart i polar-

koordinater gitt ved D = {(r,0) | 0 < r < f(0),a < 0 < b}. Altsa er arealet av dette omradet,
som riktignok ogsa er arealet innesluttet at polarkurven var:
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som er formelen vi kjenner til fra fgr (uke 2). For arealet innesluttet av elhpsen Ly Y =1
bruker vi variabelskiftet u = x/a og v = y/b. Det gir at ellipsen er u?+v? = 1 som enhetssn‘ke-
len i uv-planet. Arealet innesluttet av ellipsen (i x y-planet) er derfor arealet av enhetsdisken
i uv-planet. La ellipsen veere E og la enhetsdisken vaere D. Vi har altsa fra variabelskiftefor-

melen
// dxdy

Siden x = au, y = bv er (absoluttverdien av) jacobideterminanten |

a(x, y)
D |o(u v)

a(x.y)
a(u,v)

= |ab|. Vi kan godt

for enkelhetsskyld anta at a, b > 0. Altsa finner vi at

Areal(E) = ab // dudv = ab Areal(D) = mab.
D
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