TMA4105 Matematikk 2

Anbefalte oppgaver uke 4

Véaren 2024

Losningsforslag

Per definisjon, har vi at
i F@ )~ f(@) ~ f@)®) _

0.
h—0 |h|

Siden f’(a) er lineer, fplger det at f’(a)(h) = 0 nér |h| — 0. Men da ma resten av telleren
ogsa ga mot 0, siden nevneren dpenbart gar mot 0. Det betyr at

lim (f(a+h) - f(@)) =0

som betyr at f er kontinuerlig i a.

Kjerneregelen gir
Zy = gu = &xXu + &y Yu = &xhu + &y fichu.

Vi skriver (3.1,0.9) = (3,1) + (0.1,-0.1) = (a, b) + (h, k) der (a, b) = (3,1). Bruk av linearise-
ring gir dermed
fla+hb+k)~ f(a,b)+ fy(a,b)h + fy(a,b)k.

Med f(x, y) = xy? finner vi:

f(a,b) =32=9
fX=2xy3
fx(a,b):6
fy=3xzyz
og dermed:
6 27 69
3.1,09) #9+6(0.1) +27(-0.1) =9+ — - — = — =6.9.
f(31,09) > 9+6(0.1) +27(-0.1) =9+ 15 — 1o = ==

Til sammenligning, s& har vi ngyaktig at £(3.1,0.9) = (3.1)%(0.9)% = 7.00569.

Jacobimatrisen blir

‘Z—i g—’é cos(6) —rsin(6)
ay |
0\

]f(r,Q)Z[ = |sin(6) rcos(6) |

or

La v vaere retningen. Vi skriver v = (a, b) med Va? + b? = 1. Den retningsderiverte i punktet
p til firetningen ver Dy f(p) = Vf(p) - v. Siden Vf(x, y) = (y, x) finner vi for p = (2,0) at

va(p) =2b

og skal dette vaere —1 finner viatbh = —1/2. Dermed md vihaa’? =1-b*> =1-1/4 = 3/4 som
gir a = +V3/2. Hvis vi istedenfor —1 skal ha —3 finner vi 2b = -3 eller b = —3/2. Det gir s&
a’ =1-9/4 = -5/4 som er umulig. Altsa kan ikke den retningsderiverte veere lik —3. Hvis vi
skal ha at den retningsderiverte er lik —2 finner vi at b = —1. Det gir at a = 0. Altsa har vi:
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* Dyf(p) =-1forv= (ié, _
* Dyf(p) = —2forv=(0,-1).

@ Fikser et punkt (a, b) pa disken. Det holder & vise at f(a,b) = f(0,0). La c(t) = (x(t), y(t))

vere en glatt parametrisert kurve pa disken slik at ¢(0) = (x(0), y(0)) = (0,0), c(1) =
(x(1), y(1)) = (a, b). For eksempel kan vi la ¢(t) = t(a, b). La g(t) = f(c(t)). Ved kjernerege-
len foglger detat g’(t) = Vf(c(t))-c’(¢t). Integrasjon og bruk av analysens fundamentalteorem
gir dermed

1 1
g(1) - g(0) = /0 g(0)dt = /0 V(e(t) - ¢/ (t)dt = 0

siden vi per antagelse har at Vf(c(t)) = 0 for alle t € [0,1]. Men det betyr at g(1) = g(0).
Siden g(1) = f(c(1)) = f(a,b) og g(0) = f(c(0)) = f(0,0) folger det at f(a,b) = f(0,0) som
gnsket.

Merk: Det er ikke er noe spesielt med disken. Det samme argumentet hadde gitt samme kon-
Kklusjon (at f er konstant) sa lenge omradet er slik at alle to punkter kan forbindes ved hjelp
av en (stykkevis) glatt kurve.

Vi deriverer den oppgitte ligningen med hensyn pa y. Det gir

0 0
X3 iaxy?+ a3y axt=o.
ay ay
Dermed er
ax  x*+3xy?
ay  y3+4x3y

der dette holder sa lenge nevneren ikke er 0.

Forste steg er & bestemme jacobimatrisen. Vi far

[Xr  Xo Xo

YR Yo Yo
ZR Zp Zg

]f(R’ , 9)

[sin() cos(0) Rcos(e)cos(0) —Rsin(e)sin(0)
= [sin(¢@) sin(8) Rcos(@)sin(f) Rsin(@) cos(H)
cos(p) —Rsin(@) 0

Det siste steget er a regne ut determinanten til jacobimatrisen. Vi far

e (R,9,0)]
= sin(¢) cos(0) (R% sin?() cos(8)) — R cos(@) cos(6) (—R sin(¢) cos(¢) cos(6))
— Rsin(@) sin(8) (—R sin?(@) sin(6) — R cos?(¢) sin(6))
= R%sin(¢) cos*(0) [sin®(@) + cos®(@)] + R*sin(¢) sin*(0) [sin®(¢) + cos?(¢)]
= R%sin(g) [sin*(0) + cos*(0)]
= R?sin(g).



