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Losningsforslag

I kulekoordinater har vi:
x = asin(¢) cos(0)
y = asin(¢) sin(0)
z = acos()
slik at parametrisering for sfeeren blir
r=(x,y,2)
med partielle deriverte
r, = (acos(¢) cos(6), acos() sin(6), —asin(e))
ro = (—asin(o) sin(6), asin(@) cos(H), 0)

som gir kryssproduktet

i j k
Iry X ro| = det| | acos(g)cos(6) acos(p)sin(f) -—asin(e)
—asin(@) sin(6) asin(g) cos(6) 0

= (az sin?(¢) cos(0), a* sin?( @) sin(0), a* cos(@) sin(go))

som har lengde

Iry X To| = az\/sin4(go) + cos2(@) sin(@) = a®sin()
siden @ € [0, 7] (ellers matte vi generelt hatt absoluttverdi av sin(¢)). Dermed folger det at
flatelementet er dS = a® sin(@) d¢ d6.

Vi bruker x og y som parametre og skriver z = x?/2. Projeksjonen av flaten var i x y-planet
er kvartdisken x? + y? < 1,x > 0,y > 0. Med r(x, y) = (x, y,x?/2) som parametrisering fir
Vi
ry=(1,0,x) og ry,=(0,1,0)
slik at )
i
Iy XTy = det( 1

_ O -

k
x||=(-x,0,1)
0 0

sann at lengden av dette er Vx2 + 1. Dermed er
1
ﬂxVx2+1dS=/ / xVx%?+1dxdy
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Kjeglen skjeerer planetil + y = y/2(x2 + y2) eller (1 + y)* = 2(x% + y?). Det vil si,
1=202+y?) —y* -2y =2x>+ y* -2y
som ved fullfgring av kvadrat i y gir
2=2x+(y-1)>2

Dermed er

1:x2+(y\/_;)2.

Dette er en ellipse i x og y. Vi vil ikke bare ha ellipsen, men innsiden ogsa. Vi kan parametri-
sere ved bruk av parametre (r, 0) tilsvarende polarkoordinater, der

x(r,0) =rcos(d) og y(r,0) =1+ V2rsin(0)

med 6 € [0,271] ogr € [0,1]. Fra z = 1+ y far vi dermed z(r, 6) = 2 + V2r sin(6). Dermed far
vi at en parametrisering for S er gitt ved

r(r,0) = (rcos(6), 1+ V2rsin(6), 2 + V2rsin(9)).

Det gir at
r; = (cos(8), V2sin(6), V2sin(6))
ro = (-7 sin(8), V2r cos(6), V2r cos(6))
slik at
i j Kk
r, xrg =det| | cos(§)  V2sin(d) V2sin(6) || = (0,-V2r, V2r)
—rsin(@) +V2rcos(6) V2rcos(6)
som gir at
v, X 1rg| = 2r.
Dermed er

//S)’dS:2/02n/01(1+\/§rsin(9))rdrd9:271,

Randen til projeksjonen av skjeringsflaten finner vi for x? = 1 — 3x% — y? (nér de to z ut-
trykkene er like hverandre). Dette gir 4x? + y? = 1 som er en ellipse. I forste oktant far vi
kun kvarte ellipsen med x, y > 0. Kall denne E. Vi bruker x og y som parametre og finner en
parametrisering for S gitt ved

r(x,y)=(x,y,x*), (x,y)€E.

Dermed er
ry=(1,0,2x) og ry,=(0,1,0)
som gir at
ij k
rxxryzdet( 1 0 2x )=(—2x,0,1)
01 0
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slik at lengden av denne er V4x2 + 1. Vi finner derfor at

//xzdSz/ x3Vax2 + 1dydx
S E
1/2
:/ x3Vax2 +1V1 - 4x2 dx
0

1/2
= x3V1 — 16x% dx
0
1

=%.

Vi sparer oss litt tid hvis vi merker oss at vi kun far bidrag fra fluks gjennom planet y = 0
og II gitt ved x + 2y + 3z = 6: det er ikke noe bidrag gjennom z = 0 siden F ikke har noe
z-komponent, og det er ikke noe bidrag gjennom x = 0 fordi F - (-1,0,0) = —x = 0nar x = 0.
Nar y = 0 finner vi fra IT at x + 3z = 6. Videre finner vi at F - (0, —1,0) = —z. Flukshidraget
gjennom y = 0 er sa gitt ved

2
qnyzoz// (=2) dA:—/ 2(6 - 32) dz = 4.
x+3z<6,x,2>0 0

Det gjenstar a finne fluksen gjennom II. Det kan vi gjore pa folgende mate. Vi parametriserer
I1 ved bruk av x, y som gir oss

6—x—2y)

r(x,y) = (X,y, 3

der (x, y) € D og D er gitt som projeksjonen av II ned i x y-planet. Dermed er

ij k 192
ryxry=det||1 0 -1/3[|=(=,=,1
’ 0 1 -2/3 33

og siden denne har positiv z-komponent har vi funnet riktig normalvektor. Dermed blir fluks-

bidraget
®q =”//F~(rx><ry)dA
D

= // ()—(+Ez(x,y)) dxdy
X+2y<6,x,y>0 3
6-2y
/ / ()—( E(G X~ Zy))dxdy
3 3

=10.
Totalfluks er sd gitt ved ® = ®y_o+ &y =10-4 = 6.
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