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Alternativ for MTFYMA

1 Vi skal se på den såkalte strømfunksjonen Ψ til et divergensfritt vektorfelt.

La F = (𝑃, 𝑄) være et glatt divergensfritt vektorfelt,

𝜕𝑃

𝜕𝑥
+ 𝜕𝑄

𝜕𝑦
= 0 over D ⊆ R2,

der D er et enkeltsammenhengende område.

a) Vis at vektorfeltet G = (𝐺1, 𝐺2) = (−𝑄, 𝑃) er konservativt.

b) La r : [0, 1] → D parametrisere en vilkårlig glatt kurve C, med r(0) = a og r(1) = b,
der a ≠ b. Vi ser på fluksintegralet ∫

C
F · N̂ 𝑑𝑠

der N̂ er enhetsnormalen som peker mot øst, hvis tangentvektoren T̂ peker nord.

a

b

FN̂

T̂

−N̂

C
r = (𝑥 (𝑡), 𝑦(𝑡))

T̂ =
(𝑥′ (𝑡) , 𝑦′ (𝑡) )

|r′ (𝑡) |

N̂ =
( 𝑦′ (𝑡) ,−𝑥′ (𝑡) )

|r′ (𝑡) |

Vis at ∫
C

F · N̂ 𝑑𝑠 = Ψ(b) − Ψ(a),

der Ψ er potensialfunksjonen til G.

c) Gi en fysisk tolkning av Ψ(b) −Ψ(a). Hvis r parametriserer en lukket kurve i D og F er
divergensfritt, hva blir ∮

C
F · N̂ 𝑑𝑠

ifølge resultatet i b)? Kommenter svaret.

Mer om strømfunksjonen

Selv om vi ikke viste det over, har strømfunksjonen den egenskapen at den er konstant på strømlinjene
til vektorfeltet. En strømlinje r = (𝑥 (𝑡), 𝑦(𝑡)) til vektorfeltet F = (𝑃, 𝑄) er en kurve der tangenten
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er gitt av feltet r′(𝑡) = F(r(𝑡)). På komponentform skriver vi

¤𝑥 = 𝑃(𝑥, 𝑦), ¤𝑦 = 𝑄(𝑥, 𝑦).

Hvis vi ser på strømfunksjonen definert langs strømlinjen 𝑡 ↦→ Ψ(r(𝑡)), ser vi ved kjerneregelen
at

𝑑

𝑑𝑡
(Ψ(𝑥 (𝑡), 𝑦(𝑡))) = ¤𝑥 𝜕Ψ

𝜕𝑥
+ ¤𝑦𝜕Ψ

𝜕𝑦
= 𝑃

𝜕Ψ

𝜕𝑥
+ 𝑄

𝜕Ψ

𝜕𝑦
= 𝑃(−𝑄) + 𝑄𝑃 = 0,

der vi har brukt at Ψ er potensialfunksjonen til G = (−𝑄, 𝑃). Dette viser at Ψ er konstant langs
strømlinjer. Vi ser videre fra b) at |Ψ(b) − Ψ(a) | er volumstrømmen mellom strømlinjene, som
henholdsvis går gjennom punktene a og b.
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