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Målet med denne oppgaven er å skissere et bevis for følgende resultat:

Teorem

La F være et glatt vektorfelt definert på en sammenhengende, åpen mengde 𝐷 ⊆ R2. Anta at
linjeintegralet til F over en kurve kun avhenger av endepunktene til kurven, altså at for alle
stykkevis glatte, orienterte kurver C og C′ i 𝐷 med samme start- og sluttpunkt har vi∫

𝐶
F · 𝑑r =

∫
𝐶′
F · 𝑑r.

Da er F konservativt.

2 Vi lar F = 𝐹1i+𝐹2j og 𝐷 være som antatt i teoremet. Vår oppgave er å finne en potensialfunk-
sjon 𝜑 : 𝐷 → R som tilfredsstiller ∇𝜑 = F, altså 𝜕𝜑

𝜕𝑥 = 𝐹1 og 𝜕𝜑
𝜕𝑦 = 𝐹2. Vi har lyst til å definere 𝜑

ved å velge et punkt (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐷, og sette

𝜑(𝑥, 𝑦) =
∫
C
F · 𝑑r

for en vilkårlig stykkevis glatt og orientert kurve C, som starter i (𝑥0, 𝑦0) og slutter i (𝑥, 𝑦).

a) Argumenter for at det alltid finnes en slik kurve, og at verdien 𝜑(𝑥, 𝑦) ikke avhenger av
hvilken kurve vi velger.

b) La (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷, og la r(𝑡),−1 ≤ 𝑡 ≤ 0 være en glatt parametrisering av en kurve C ⊆ 𝐷

som starter i (𝑥0, 𝑦0) og slutter i (𝑥, 𝑦). Lag en skisse som viser at

rℎ(𝑡) =
{
r(𝑡) −1 ≤ 𝑡 ≤ 0
(𝑥 + 𝑡, 𝑦) 0 < 𝑡 ≤ ℎ

er en stykkevis glatt parametrisering av en kurve i 𝐷 for tilstrekkelig små ℎ > 0. Bruk
definisjonen av linjeintegralet til å vise at

𝜑(𝑥 + ℎ, 𝑦) − 𝜑(𝑥, 𝑦) =
∫ ℎ

0
𝐹1(𝑥 + 𝑡, 𝑦) 𝑑𝑡.

Bruk denne ligningen, og analysens fundamentalteorem til å vise at

𝜕𝜑

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦) = lim

ℎ→0

𝜑(𝑥 + ℎ, 𝑦) − 𝜑(𝑥, 𝑦)
ℎ

= 𝐹1(𝑥, 𝑦).

c) Forklar hvordan man kan modifisere argumentet i punkt b) for å vise at 𝜕𝜑
𝜕𝑦 = 𝐹2.


