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Véaren 2023

Alternativ for MTFYMA

I denne oppgaven skal vi studere buelengde. Vi starter med a se pa en stykkvis linezer kurve.
Med stykkvis linezer kurve menes det at det finnes en parametrisering #: [0,T] — R? og en
partisjon 0 = tg < t; < --- < t, = T av [0, T] slik at #(¢t) er en rett linje pa [¢t;_1, t;] for alle
i €{l,...,n},der n € N. Vi kaller ¥(¢t;) et knekkpunkt for kurven fori € {1,...,n— 1} og et
endepunkt for i € {0, n}. Buelengden er definert som

a)

b)

n

§= ) IF(t) —#(ti-0)].

i=1

Forklar hvorfor § er uavhengig av parametriseringen ¥. Dette betyr at buelengden, slik
vi har definert den, er veldefinert. Vis at vi har fglgende formel

T
s=/0 [F'(t)| dt

N4 skal vi studere buelengde for en generell kontinuerlig deriverbar kurve C gitt ved
en parametriseringr: [0, T] — R2. Vilager vi en stykkvis lineaer approksimasjon f avr,
ved a velge en partisjonering 0 = to < t; < --- < t,, = T, m € N, og krever at ¥(t;) = r(t;)
fori € {1,...,m} ogat¥ er en rettlinje mellom disse punktene. Vi definerer buelengden
til C som

for buelengden.

m
s= lim r(t) —r(ti_1)l,
maxiwﬁoi_zl HOR U]
der At; = t; —t;_1. Det vil si, buelengden til C er grensen av buelengdene til de stykkvise
lineaere approksimasjonene nar den maksimale avstanden mellom to punkter i parti-
sjonen max; |At;| — 0 gar mot null. For ordens skyld skal vi anta at grensen s eksisterer.
Grensen s er uavhengig av parametriseringen r av C, siden vi tilnaermer s med bue-
lengden til stykkvis linezere kurver, og buelengden av disse kurvene er uavhengige av
parametriseringen. Vi skal vise at
T
s =/ Ir’(t)| dt. @))
0

Skriv differansen mellom knekkpunktene som
r(t;) —r(ti-1) = r'(ti-1)At; + €;At;

der At; =t; — tj—1 08
ti
r'(t)dt —r’(ti_1).

i-1

e = —
At Je

Hint: Bruk analysens fundamentalteorem og at

/abr’(t) dt .= (/abx’(t) dt,/aby’(t) dt).
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vallet [0, T], at
~ max }|el-| — 0. (2)

Bruk (2) for a vise at

D Ie(t) = r(tiog)]
i=1

kan skrives som en riemannsum for

T
/ (o) dt,
0

plus et feilledd, der feilleddet konvergerer mot null ndr max;e(1,.mj |Ati| — 0. Kon-
kludér med (1). Siden venstresiden av (1) er uavhengig av parametriseringen, betyr
dette at hgyresiden ogsa er uavhengig av parametriseringen.

Bonusinfo

Antakelsen fra ¢) om at r’(t) ma veere kontinuerlig pd det lukkede intervallet [0, T] er ngdvendig.
Det finnes kurver som er kontinuerlig deriverbare pa et dpent intervall, som ikke har endelig bue-
lengde. Ta for eksempel kurven gitt ved grafen

f(x) = cos (ZX—H) , x€(0,1).

Funksjonen er kontinuerlig deriverbar pa det dpne intervallet (0,1), men oscillerer voldsommere
og voldsommere ndr x — 0*. Funksjonen kan ikke defineres i origo pad en mate som gjor den
kontinuerlig. Den kan derfor heller ikke vaere deriverbar i origo. Vi velger a se pa partisjonen gitt
ved
Xon-1 = —
n
1 forn e N.

Xop = ———.
T 9/2+n

Disse punktene svarer til topp og bunnpunkter pa grafen. Vi ser at
n n
lim > £0) = f(xi-1)| =2 lim " 1= +oo,
i=1 i=1

som impliserer at buelengden s = +co.



