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Nøkkelbegreper

I Divergensteoremet i R2

I Divergensteoremet i R3
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Greens teorem og divergensteoremet i R2

I R ⊆ R2 er et regulært område med rand C = ∂R .

I C er positivt orientert og består av et endelig antall glatte, enkle, lukkede
kurver.

I F = (P,Q) er et glatt vektorfelt på R .
Teorem 17.6 (Greens teorem)
Vi har ˛

C
F · dr =

¨
R

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dA.

Teorem 17.7 (Divergensteoremet i R2)
Vi har ˛

C
F · N̂ ds =

¨
R
div F dA

=

¨
R

(
∂P

∂x
+

∂Q

∂y

)
dA,

der N̂ er enhetsnormalen til C som peker ut av R .
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Bevis for Greens teorem 1
I Hvis R er y -enkelt, skal vi se at˛

C
(P, 0) · dr = −

¨
R

∂P

∂y
dA.

I Hvis R er x-enkelt, får vi på samme måte at˛
C
(0,Q) · dr =

¨
R

∂Q

∂x
dA.

I Om R er både x- og y -enkelt får vi Greens teorem ved å regne ut˛
C
F · dr =

˛
C
(P, 0) · dr+

˛
C
(0,Q) · dr

= −
¨

R

∂P

∂y
dA+

¨
R

∂Q

∂x
dA

=

¨
R

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dA.

3



Bevis for Greens teorem 1
I Hvis R er y -enkelt, skal vi se at˛

C
(P, 0) · dr = −

¨
R

∂P

∂y
dA.

I Hvis R er x-enkelt, får vi på samme måte at˛
C
(0,Q) · dr =

¨
R

∂Q

∂x
dA.

I Om R er både x- og y -enkelt får vi Greens teorem ved å regne ut˛
C
F · dr =

˛
C
(P, 0) · dr+

˛
C
(0,Q) · dr

= −
¨

R

∂P

∂y
dA+

¨
R

∂Q

∂x
dA

=

¨
R

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dA.

3



Bevis for Greens teorem 1
I Hvis R er y -enkelt, skal vi se at˛

C
(P, 0) · dr = −

¨
R

∂P

∂y
dA.

I Hvis R er x-enkelt, får vi på samme måte at˛
C
(0,Q) · dr =

¨
R

∂Q

∂x
dA.

I Om R er både x- og y -enkelt får vi Greens teorem ved å regne ut˛
C
F · dr =

˛
C
(P, 0) · dr+

˛
C
(0,Q) · dr

= −
¨

R

∂P

∂y
dA+

¨
R

∂Q

∂x
dA

=

¨
R

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dA.

3



Bevis for Greens teorem 1
I Hvis R er y -enkelt, skal vi se at˛

C
(P, 0) · dr = −

¨
R

∂P

∂y
dA.

I Hvis R er x-enkelt, får vi på samme måte at˛
C
(0,Q) · dr =

¨
R

∂Q

∂x
dA.

I Om R er både x- og y -enkelt får vi Greens teorem ved å regne ut˛
C
F · dr =

˛
C
(P, 0) · dr+

˛
C
(0,Q) · dr = −

¨
R

∂P

∂y
dA+

¨
R

∂Q

∂x
dA

=

¨
R

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dA.

3



Bevis for Greens teorem 1
I Hvis R er y -enkelt, skal vi se at˛

C
(P, 0) · dr = −

¨
R

∂P

∂y
dA.

I Hvis R er x-enkelt, får vi på samme måte at˛
C
(0,Q) · dr =

¨
R

∂Q

∂x
dA.

I Om R er både x- og y -enkelt får vi Greens teorem ved å regne ut˛
C
F · dr =

˛
C
(P, 0) · dr+

˛
C
(0,Q) · dr = −

¨
R

∂P

∂y
dA+

¨
R

∂Q

∂x
dA

=

¨
R

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dA.

3



Bevis for Greens teorem 2
I Hvis R er y -enkelt, vil vi vise at˛

C
(P, 0) · dr = −

¨
R

∂P

∂y
dA.

I Vi kan beskrive R som

{(x , y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, c(x) ≤ y ≤ d(x)}

I Vi får da
¨

R

∂P

∂y
dA

=

ˆ b

a

ˆ d(x)

c(x)

∂P

∂y
dy dx =

ˆ b

a
[P(x , y)]

y=d(x)
y=c(x) dx

=

ˆ b

a
P(x , d(x)) dx −

ˆ b

a
P(x , c(x)) dx .
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Bevis for Greens teorem 3
I Anta at vi kan dele R i R1 og R2 der vi vet at Greens teorem gjelder for R1

og R2.

I Vi får da
¨

R

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dA

=

¨
R1

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dA+

¨
R2

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dA

=

˛
∂R1

F · dr+
˛
∂R2

F · dr.

I Det gjenstår å se at
˛
∂R1

F · dr+
˛
∂R2

F · dr =
˛
∂R

F · dr.
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Divergensteoremet i R3

I R ⊆ R3 er et regulært område med rand S = ∂R.

I S er en lukket orienterbar glatt flate der enhetsnormalen N̂ peker ut av R.

I F = (P,Q,R) er et glatt vektorfelt på R.

Teorem 17.8
Vi har ¨

S
F · N̂ dS =

˚
R
div F dV =

˚
R

(
∂P

∂x
+

∂Q

∂y
+

∂R

∂z

)
dV .
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Bevis for Divergensteoremet 1

I Hvis R er z-enkelt, skal vi vise at
¨

S
(0, 0,R) · N̂ dS =

˚
R

∂R

∂z
dV .

I Hvis R er x- og y -enkelt, får vi på samme måte at
¨

S
(P, 0, 0) · N̂ dS =

˚
R

∂P

∂x
dV ,

¨
S
(0,Q, 0) · N̂ dS =

˚
R

∂Q

∂y
dV .

I Om R er både x-, y - og z-enkelt får vi divergensteoremet ved å legge
sammen disse tre ligningene.
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Bevis for Divergensteoremet 2
I Hvis R er z-enkelt, skal vi vise at¨

S
(0, 0,R) · N̂ dS =

˚
R

∂R

∂z
dV .

I Vi kan beskrive R som

{(x , y , z) ∈ R3 : (x , y) ∈ D, f (x , y) ≤ z ≤ g(x , y)}.

I Da får vi
˚

R

∂R

∂z
dV =

¨
D

ˆ g(x ,y)

f (x ,y)

∂R

∂z
dz dA

=

¨
D
R(x , y , g(x , y)) dA−

¨
D
R(x , y , f (x , y)) dA.
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Eksempel

I La T være området som ligger innenfor torusen z2 + (r − 2)2 = 1 og over
kjeglen z = r − 1 (i sylinderkoordinater)

I La F(x , y , z) = (xz − y , yz + x , x2 + y2)

I Finn
˜

∂T F · N̂ dS , der N̂ peker ut av T .
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kjeglen z = r − 1 (i sylinderkoordinater)

I La F(x , y , z) = (xz − y , yz + x , x2 + y2)

I La S1 være den delen av ∂T som ligger på kjeglen og S2 den delen som
ligger på torusen.

I Finn
˜

S2
F · N̂ dS , der N̂ peker ut av T .
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Eksempel

I La S være overflaten av tetraederet T med hjørner i (0, 0, 0), (1, 0, 0),
(0, 1, 0) og (0, 0, 1).

I La F(x , y , z) = (6xz , 0, (x − 1)2 + ey cos x).
I Finn

˜
S F · N̂ dS , der N̂ peker ut av T .
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