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Nøkkelbegreper

I Variabelskifte for dobbeltintegraler

I Jacobideterminanten

I Dobbeltintegraler i polarkoordinater

I Trippelintegraler
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Variabelskifte for dobbeltintegraler
Teorem 14.4
Anta at
I T : S → D , T (u, v) = (x(u, v), y(u, v)), er én-én-tydig (S ,D ⊆ R2),
I x(u, v) og y(u, v) er kontinuerlige med kontinuerlige partiellderiverte på S ,
I f : D → R er integrerbar.

Da er funksjonen

g(u, v) = f (T (u, v)) = f (x(u, v), y(u, v))

integrerbar på S , og∫∫
D
f (x , y) dx dy =

∫∫
S
g(u, v)

∣∣∣∣∂(x , y)

∂(u, v)

∣∣∣∣ du dv
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Jacobi-determinanten

∂(x , y)

∂(u, v)
= det

(∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

)
=

∣∣∣∣∂x∂u ∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣∣∣∣
=
∂x

∂u

∂y

∂v
− ∂x

∂v

∂y

∂u
.

Merk: Vi tar absoluttverdien
∣∣∣∂(x ,y)∂(u,v)

∣∣∣ =
∣∣∣∂x∂u ∂y

∂v −
∂x
∂v

∂y
∂u

∣∣∣ i integralet.
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Trippelintegraler
I Trippelintegralet defineres igjen som en grenseverdi av Riemann-summer:∫∫∫

D
f (x , y , z) dV = lim

‖P‖→0

∑
i ,j ,k

f (x∗ijk , y
∗
ijk , z

∗
ijk)∆Vijk

der ∆Vijk = ∆xi ·∆yj ·∆zk .

I Tilsvarende egenskaper som dobbeltintegralet.
I
∫∫∫

D dV = volum(D).
I For f (x , y , z) ≥ 0 er

∫∫∫
D f (x , y , z) dV geometrisk et 4-dimensjonalt

“hypervolum”
I Mange andre fortolkninger, f.eks. er massen til et legeme D ⊆ R3 gitt ved

m =

∫∫∫
D
ρ(x , y , z) dV

der ρ(x , y , z) er tettheten til legemet i punktet (x , y , z).
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Itererte integraler

For

D = {(x , y , z) : a ≤ x ≤ b, c(x) ≤ y ≤ d(x), e(x , y) ≤ z ≤ f (x , y)

har vi

∫∫∫
D
F (x , y , z) dV =

∫ b

a

∫ d(x)

c(x)

∫ f (x ,y)

e(x ,y)
F (x , y , z) dz dy dx

og tilsvarende for andre rekkefølger av koordinatene.
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Figurer

I https://www.math3d.org/SNN2cDe2
I https://www.math3d.org/EEP7FaHf
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