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Teori fra Matematikk 1: Riemann-integral av funksjon av én variabel

/ Axl- = Xi — Xj-1
IP|l = max|x; —x;_4

. * .
a = Xy i1 x; I b=ux,

Riemann-sum: Y f(x;)Ax;

b n
_ . Vi vil generalisere dette til
I'= Jf(x)dx B ||1191||n—1>ozf(xi)Axi funksjoner av to (og flere) variabler
a i=1




Eksempel pa anvendelse fra Matematikk 1:
Regne ut arealet under en kurve

/ f(z)

Generalisering til to variabler:
Volumet under en flate

A= f:f(x)dx gir arealet under kurven y = f(x) mellom a og b (f = 0)



Dobbeltintegral

(X Y5 )

Z:f(X7y) X

Dersom denne grenseverdien
I = J f(x,y)dA m_) Vi [ i eksisterer, sier vi at fer
=1 j integrerbar pa R



Egenskaper til dobbeltintegraler

La f(x, y) veere en funksjon som er integrerbar over en lukket og begrenset mengde D.

(1) //D dA = areal(D)

(2) Hvis areal(D) =0, s& er // f(x,y)dA=0
D

(3) Hvis f(x,y) > 0pa Dséaer
// f(x,y)dA=V
D

der V er volumet til legemet som ligger under grafen z = f(x, y) og over D

(4) Hvis Dy, Do, ..., Dy er ikke-overlappende mengder og f er integrerbar pa hver av
dem, sa er f integrerbar pa unionen D = D; U D> U --- U Dk 0g

[/ )0 - z /[ )

(se lzereboka s. 819)



Hvordan regne ut dobbeltintegral?
Itererte integral

Et y-enkelt omrade Et x-enkelt omrade



Eksempel 1

La D vaere omradet avgrenset av kurvene y = x og y = x2, og la f(x,y) = x?y.

Regnut [f, f(x,¥)dA




Eksempel 2

La D vaere omradet avgrenset av kurveney=x, y=x3ogy =8

oglaf(x,y) = ey\/%

Regnut [f, f(x,¥)dA
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Eksempel 3

1

La D vaere omradet avgrenset av kurvenex=1,y=00g y = % oglaf(x,y)=—

xX+y

Eksisterer [f f(x,y)dA, ogitilfelle hva er verdien?

Ved delvis integrasjon kan vi finne [ In (1 + xiz) dx = xIn (1 + x—12) +2tan"1x

12



Middelverdisetningen

Enkeltintegral: Dersom f er kontinuerlig pa [a, b], sa finnes et tall ci <a, b> slik at

1 b
Fle) = j F()dx

Dobbeltintegral (Teorem 14.3): Dersom f(x, y) er kontinuerlig pa en lukket, begrenset
og sammenhengende mengde D, [a, b], sa finnes et punkt (xy, Vo) i D slik at

1
f(x0,¥0) = mﬂ;) f(x,y)dA



