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Nokkelbegreper uke 12

* Divergens, curl og Greens teorem (16.1-16.3)
— Divergensen til et vektorfelt
— Curlen til et vektorfelt
— Vektorpotensial
— Greens teorem



Fortolkning av fluksintegral (15.6)

Eks.: Vaskestrom gjennom flata S med hastighet v

Endringsrate til vaeskevolumet IV gjennom
flateelementet dS:

av _

dt—v-NdS

Endringsrate til V gjennom hele S =
Fluksen til ¥ gjennom S:

JI; v-NdS




Operatorer pa skalar- og vektorfelt

Gradient: Divergens:

Gitt skalarfelt £ (x,),z). Gitt vektorfelt F(x,y,z) = (Fy, Fy, Fs).
— a_f*a_f-’ gﬁ ) - 6F1 6F2 6F3

Vf(X;yyZ) axlay]-l'azk dlvF(x’y,Z): ax + ay—|— aZ

(Skrives ogsa V - F (x,v,2))

Curl:
Gitt vektorfelt F(x,y,2) = (Fi(x,3.2), Fa(x,3,2), F3(x,3,2))
I ]k
S d0F; O0F,\, (0F, O0F;\, (0F, 0F\- |9 o 0
cur :( — )l-l—( — )]+< — )k=
dy 0z dz Ox dx 0dy dx dy 0z
F, F, F;

(Skrives ogsa V X F (x,v,2))




Kommentarer til forrige lysark

| videoen er det en skrivefeil i definisjonen av
divergens. Det er rett pa lysarket na.

Viktig @ merke seg at gradienten er en vektor,
divergensen er et tall, og curlen er en vektor.

Den alternative notasjonen for divergens er tenkt
som et formelt skalarprodukt slik

6

T|Isvarengle er den alternative notasjonen for
curl, VXF, et formelt kryssprodukt, slik som vist
pa lysarket.




Eksempel fra forrige uke:
Flaten S er gitt ved z =4 — (x*+)?), z = 0, og vektorfeltet Fer gitt ved F= (x, ¥, 2).

Finn fluksen til F ut av flaten S, [J. < F -NdS der N er enhetsnormalvektor til S med
positiv z-komponent. Vi fant at denne var lik 24 .

Lukk flaten ved a legge til bunnen, S,
dvs. sirkelskiven x? +)?< 4,z = 0.
Fluksen til F ut av flaten S, er

~Jf;, F - kdS = 0.

Hvis vi kaller den lukkede flaten som
bestar av S og S, for §; vil da

ff F-NdS=24m
S

1

V= ﬂ (4- (x? + y?))dxdy = 8m
D
divF = 3

Sé [f, F - NdS = 24m =divF - V
Hvilken sammenheng kan ligge bak dette?




Kommentarer til forrige lysark

Her er flaten S paraboloideflaten uten bunn.

For a fa en lukket flate legger vi til bunnen, altsa disken i xy-planet
med sentrum i origo og radius 2.

Vektorfeltet er F(x,y,z) = xi + yj + zk

| xy-planet er dette horisontalt, z =0, sa det stremmer ikke noe av
dette feltet ut gjennom bunnen, dvs fluksen gjennom bunnen er O.
Altsa er fluksen giennom hele den lukkede flaten lik fluksen
giennom paraboloideflaten, altsa 24 m.

Vi regner ut volumet av legemet som omsluttes av flaten og finner
at deter 8 T, og div F = 3.

Observasjonen vi gjor er at fluksen er lik divergensen til F ganger
volumet til legemet.

Dette skal vi senere generalisere giennom det sakalte
Divergensteoremet.



Teorem: Regneregler for div og curl

(a)
(b)

(d)
(e)
)

Vipy) = oVy +yVe

V. (¢F) = (Vo) -F + ¢V -F)

VX (@F) =(Vp) X F + ¢(V XF)

V.- FXG)=(VXF)-G-F - (VXG)

VXFXG)=(V-GF+ (G- V)F-(V-F)IG-(F-V)G

VF - G)=FX(VXG)+GX(VXE)+(F -V G+ (G- -V)F

(g)
(h)

V- (VXF)=0

V X (Vg) =(0,0,0)

(1)

VXx(VxF)=V(V.F) - V’F

<‘:: Divergensen til en curl er 0

<::: Curlen til en gradient er O-vektoren

(se leereboka s. 923)
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LaD v3e et (aent, ssmmenhengendeomr@eog F & glatt vektorfelt pdD.
F¢lgendeer ekvivalent:
(@) F e konsrvativti D.

(b) ! Fidr =0 for hve sykkevis glatt, lukket kurve C 1 D.
C

(c) fFi dr ha samme verdi for dle stykkevis glatte kurver C som
C

forbinde to gitte punker B, og R,
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Vektorpotensial

La F(x,y,z) vaere et glatt vektorfelt definert pd et omrdde D c R3.

Anta at det finnes et vektorfelt G (x,),z) definert pa D slik at
curl G (x,1,z) = F (x,,2).
Vi sier da at G er et vektorpotensial for F.

Merk at da er div F (x,y,z) = 0.



Kommentarer til forrige lysark

Hvis F = Vf(x,vy,z) kalles f potensalfunksjonen til F

Gradienten er en form for derivasjon, sa a finne
potensialfunksjonen er en form for antiderivasjon av F.

Curlen er ogsa en form for derivasjon, sa det a finne
vektorpotensialet er ogsa en form for antiderivasjon.

Det er a vente at antiderivasjon ikke er entydig. Merk
at nar vi skal finne vektorpotensialet sa har vi stor grad
av frihet.

F. eks. om (zer et vektorpotensial til 13, dvs. curl G = ﬁ',
sa vil ogsa G + Vf, for et vilkarlig gradientfelt Vf veere
et vektorpotensial for F fordi curl (Vf) = (0,0,0).
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To eksempler pa vektorfelt

\[ Rotasjonsfritt }

B B

I I B

/////

—'2 —'l

L d LT

Fdd § &

e

V% N B

ﬁ'(x,y) =xl+yJ

curl F = (0,0,0)

divF =2

G er altsi et vektorpotensial for F

/
/

/f

/

[ Divergensfritt t

VPR BN N

~ - 7 7
N -7/
F(x,y)=—yi+xJ

curl F = 2k

divF =0

Med G = xzT + yzj
blir curlG = F



Kommentarer til forrige lysark

e Vektorfeltet til venstre er konservativt. Her er
altsa linjeintegralet rundt enhver enkel, lukket
kurve lik O.

* Vektorfeltet til hgyre er ikke konservativt. Tenk
f.eks. at du gar i en sirkel rundt origo med klokka,
og deretter i en sirkel mot klokka. | det fgrste
tilfellet ma du gjgre et arbeid mot feltet. | det
andre tilfellet gjgr feltet et arbeid pa deg. Sa her
er ikke linjeintegralet uavhengig av veivalget.
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Greens teorem

La R vare et reguleart, lukket omrade

1 xy-planet med rand C som bestér av en eller
flere stykkevis glatte, enkle lukkede kurver som C
er positivt orientert med hensyn pé R.

Hvis F (x,) = (P(x,), O(x,) er et glatt vektorfelt R
definert pa R, sd er

>

90 oP
¢ F -dr =], (ax _ay) A

(Regulaert omrade: Omrade som kan deles opp 1 omrader som bade er x- og y-enkle)
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Ved Greews lecmreun e dac
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