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Nøkkelbegreper uke 12

• Divergens, curl og Greens teorem (16.1-16.3) 
– Divergensen til et vektorfelt
– Curlen til et vektorfelt
– Vektorpotensial
– Greens teorem



Fortolkning av fluksintegral (15.6)
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Eks.: Væskestrøm gjennom flata S med hastighet $⃗



Operatorer på skalar- og vektorfelt
Gradient: 
Gitt skalarfelt f (x,y,z).
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Divergens: 
Gitt vektorfelt 2⃗ #, %, & = (21, 22, 23).
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(Skrives også ∇ = 2⃗(#, %, &))

Curl: 
Gitt vektorfelt 2⃗ #, %, & = (F1(x,y,z), F2(x,y,z), F3(x,y,z))
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(Skrives også ∇ × 2⃗(#, %, &))



Kommentarer til forrige lysark
• I videoen er det en skrivefeil i definisjonen av 

divergens. Det er rett på lysarket nå.
• Viktig å merke seg at gradienten er en vektor,

divergensen er et tall, og curlen er en vektor. 
• Den alternative notasjonen for divergens er tenkt 

som et formelt skalarprodukt, slik
∇ ∙ $⃗ = ( '

'( ,
'
'* ,

'
'+) ∙ ($1, $2, $3).

• Tilsvarende er den alternative notasjonen for 
curl, ∇×$⃗, et formelt kryssprodukt, slik som vist 
på lysarket.



Eksempel fra forrige uke:
Flaten S er gitt ved z = 4 – (x2 + y2), ! ≥ 0, og vektorfeltet %⃗ er gitt ved %⃗ = (x, y, z). 

Finn fluksen til %⃗ ut av flaten S,∬* %⃗ + ,-./ der ,- er enhetsnormalvektor til S med 
positiv z-komponent. Vi fant at denne var lik 24 0. 

,-

%⃗

Lukk flaten ved å legge til bunnen, S2, 
dvs. sirkelskiven x2 + y2≤ 4 , ! = 0.
Fluksen til %⃗ ut av flaten S2 er 
−∬*5 %⃗ + 6./ = 0 .

- k

Hvis vi kaller den lukkede flaten som 
består av S og S2 for S1 vil da

7
*8
%⃗ + ,-./ = 240

; =7
<
(4 – ?@ + B@ ).?.B = 80

.EF%⃗ = 3

Så ∬*8 %⃗ + ,-./ = 240 = .EF%⃗ + ;
Hvilken sammenheng kan ligge bak dette?



Kommentarer til forrige lysark
• Her er flaten S paraboloideflaten uten bunn. 
• For å få en lukket flate legger vi til bunnen, altså disken i xy-planet 

med sentrum i origo og radius 2.
• Vektorfeltet er "⃗ #, %, & = #(⃗ + %*⃗ + &+
• I xy-planet er dette horisontalt, z = 0, så det strømmer ikke noe av 

dette feltet ut gjennom bunnen, dvs fluksen gjennom bunnen er 0.
• Altså er fluksen gjennom hele den lukkede flaten lik fluksen 

gjennom paraboloideflaten, altså 24 ,.
• Vi regner ut volumet av legemet som omsluttes av flaten og finner 

at det er 8 ,, og div "⃗ = 3. 
• Observasjonen vi gjør er at fluksen er lik divergensen til "⃗ ganger 

volumet til legemet.
• Dette skal vi senere generalisere gjennom det såkalte 

Divergensteoremet. 



(se læreboka s. 923)

Divergensen til en curl er 0

Curlen til en gradient er 0-vektoren
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La D v¾re et Œpent, sammenhengende omrŒde og F et glatt vektorfelt pŒ D. 

F¿lgende er ekvivalent:

(a) F er konservativt i D.

(b) F i dr
C
!∫ = 0 for hver stykkevis glatt, lukket kurve C i D.

(c) F i dr  har samme verdi for alle
C
∫  stykkevis glatte kurver C som 

      forbinder to gitte punkter P0  og P1
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Vektorpotensial
La F(x,y,z) være et glatt vektorfelt definert på et område D ⊂ ℝ#.

Anta at det finnes et vektorfelt G (x,y,z) definert på D slik at 

curl G (x,y,z) = F (x,y,z). 

Vi sier da at G er et vektorpotensial for F.  

Merk at da er div F (x,y,z) = 0.



Kommentarer til forrige lysark
• Hvis "⃗ = ∇% &, (, ) kalles f potensalfunksjonen til "⃗
• Gradienten er en form for derivasjon, så å finne  

potensialfunksjonen er en form for antiderivasjon av "⃗.
• Curlen er også en form for derivasjon, så det å finne 

vektorpotensialet er også en form for antiderivasjon. 
• Det er å vente at antiderivasjon ikke er entydig. Merk 

at når vi skal finne vektorpotensialet så har vi stor grad 
av frihet.

• F. eks. om *⃗ er et vektorpotensial til "⃗, dvs. curl *⃗ = "⃗,
så vil også *⃗ + ∇%, for et vilkårlig gradientfelt ∇% være 
et vektorpotensial for "⃗ fordi curl (∇%) = (0,0,0).  



I be stremme et velctorpoteusial
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To eksempler på vektorfelt

"⃗ #, % = −%(⃗ + #*⃗

+,-. "⃗ = 20

123 "⃗ = 0

Med 5⃗ = #6(⃗ + %6*⃗
blir +,-.5⃗ = "⃗

"⃗ #, % = #(⃗ + %*⃗

+,-. "⃗ = (0,0,0)

123 "⃗ = 2

Rotasjonsfritt Divergensfritt

5⃗ er altså et vektorpotensial for "⃗



Kommentarer til forrige lysark

• Vektorfeltet til venstre er konservativt. Her er 
altså linjeintegralet rundt enhver enkel, lukket 
kurve lik 0.

• Vektorfeltet til høyre er ikke konservativt. Tenk 
f.eks. at du går i en sirkel rundt origo med klokka, 
og deretter i en sirkel mot klokka. I det første 
tilfellet må du gjøre et arbeid mot feltet. I det 
andre tilfellet gjør feltet et arbeid på deg. Så her 
er ikke linjeintegralet uavhengig av veivalget. 



For tottering an curl
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Greens teorem

La R være et regulært, lukket område
i xy-planet med rand C som består av en eller
flere stykkevis glatte, enkle lukkede kurver som 
er positivt orientert med hensyn på R. 

Hvis F (x,y) = (P(x,y), Q(x,y) er et glatt vektorfelt
definert på R, så er 

∮" F # $r =∬&
'(
') −

'+
', $-

(Regulært område: Område som kan deles opp i områder som både er x- og y-enkle)



Del av 
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Ek se cupel pot brute an Greens Korean
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