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Frode Rønning



Nøkkelbegreper uke 11

• Flate- og fluksintegral (15.5-15.6)
– Parametriserte flater 
– Glatte flater
– Flateintegral
– Orienterbare flater
– Flateintegralet til et vektorfelt over en orientert 

flate



Linjeintegral
𝐶: 𝑟 𝑡 = 𝑥 𝑡 , 𝑦 𝑡 , 𝑧 𝑡 , 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏

𝑑𝑠 = 𝑟′(𝑡) dt

Type 2: For vektorfelt, 𝐹⃗ = 𝐹4, 𝐹5, 𝐹6

7
8
𝐹⃗ 9 :𝐓𝑑𝑠 =7

8
𝐹⃗ 9 𝑑𝑟 = 7

8
𝐹4𝑑𝑥 + 𝐹5𝑑𝑦 + 𝐹6𝑑𝑧 = 7

=

>
𝐹⃗(𝑟 𝑡 ) 9 𝑟 ′(𝑡)𝑑𝑡

t = a

t = b

𝑟 𝑡

𝐹⃗

:T

𝐹⃗ 9 :T

Type 1: For funksjoner, 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧

7
8
𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑠 = 7

=

>
𝑓(𝑥 𝑡 , 𝑦 𝑡 , 𝑧 𝑡 ) 𝑟′(𝑡) 𝑑𝑡

C

ds



Flateintegral (15.5)

dS

𝑟(u0+du,v0) – 𝑟(u0,v0) ≈
AB⃗
AC

𝑑𝑢

𝑟(u0,v0+dv) – 𝑟(u0,v0) ≈
AB⃗
AE
𝑑𝑣

𝑑𝑆 =
𝜕𝑟
𝜕𝑢

×
𝜕𝑟
𝜕𝑣

𝑑𝑢𝑑𝑣

u

v

v0

v0 + dv

u0 + duu0

dudv

𝑟(u0,v0)

𝑟(u0+du,v0)

u = u0

v = v0

u = u0 + du

v = v0 + dv

(1)

(1)

(2)

(2)

𝑟(u,v)



Flateintegral (15.5)

dS

𝑟 𝑢, 𝑣
S

𝑆: 𝑟 𝑢, 𝑣 = 𝑥 𝑢, 𝑣 , 𝑦 𝑢, 𝑣 , 𝑧 𝑢, 𝑣 ,
𝑢, 𝑣 ϵ D

𝑑𝑆 =
𝜕𝑟
𝜕𝑢 ×

𝜕𝑟
𝜕𝑣 𝑑𝑢𝑑𝑣

Type 1: For funksjoner, 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧

K
L
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑆 = K

M
𝑓(𝑟 𝑢, 𝑣 )

𝜕𝑟
𝜕𝑢

×
𝜕𝑟
𝜕𝑣

𝑑𝑢𝑑𝑣



Eksempel:
1. Regn ut arealet av den delen av kjegla x2 + y2 - z2 = 0 som ligger innenfor

sylinderen x2 + y2 = 2y .
2. Regn ut arealet av den delen av sylinderen som ligger utenfor kjegla.

1. 2.



Flateintegral (15.6)

dS

𝑟 𝑢, 𝑣
S

𝑆: 𝑟 𝑢, 𝑣 = 𝑥 𝑢, 𝑣 , 𝑦 𝑢, 𝑣 , 𝑧 𝑢, 𝑣 ,
𝑢, 𝑣 ϵ D

𝑑𝑆 =
𝜕𝑟
𝜕𝑢 ×

𝜕𝑟
𝜕𝑣 𝑑𝑢𝑑𝑣

Type 2: For vektorfelt (fluksintegral), 𝐹⃗ = 𝐹4, 𝐹5, 𝐹6

𝐹⃗
:N

𝐹⃗ 9 :N

∬L 𝐹⃗ 9 :𝐍𝑑𝑆 = ±∬M 𝐹⃗(𝑟 𝑢, 𝑣 ) 9 (AB⃗
AC
× AB⃗
AE
)dudv



Eksempel:
Flaten S er gitt som den delen av z = 4 – (x2 + y2) som ligger over xy-planet. 
Vektorfeltet 𝐹⃗ er gitt ved 𝐹⃗ = (x, y, z). 
Finn∬L 𝐹⃗ 9 :𝐍𝑑𝑆 der :𝐍 er enhetsnormalvektor til S med positiv z-komponent.
(Fluksen til 𝐹⃗ ut av flaten S)

:𝐍

𝐹⃗


