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F (x,y) = P(x,y) !" + Q(x,y) !#er et glatt
vektorfelt definert på R

F i dr = F i T!
C!!C!! ds=

" Q
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La R være et regulært, lukket område
i xy-planet med rand C = $R som består av 
en eller flere stykkevis glatte, enkle lukkede 
kurver som er positivt orientert med hensyn på R. 
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F (x,y) = P(x,y) !" + Q(x,y) !#er et glatt
vektorfelt definert pŒ R
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La R v¾re et regul¾rt, lukket omrŒde
i xy-planet med rand C = $R som bestŒr av 
en eller flere stykkevis glatte, enkle lukkede 
kurver som er positivt orientert med hensyn pŒ R. 
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div F =
! P
! x

+
! Q
! y

curl F =
! Q
! x

"
! P
! y

#
$%

&
'(

k
!

F i N! ds
C!∫ = div F dA

R∫∫

F i dr =
C!∫ F iT! ds

C!∫ = (curl F) i k
!
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R∫∫
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! Legg merke til at disse to teoremene kan uttrykkes ved 
hjelp av divergensog curl.

! Merk ogsŒ at det som stŒr inne i dobbeltintegralet i 
Greens teorem er z-komponenten til curl F, som kan 
skrives som curl F �k. 

! Linjeintegralet i Greens teorem er et linjeintegral av 
vektorfeltets virkning langskurven (arbeid), mens i 
Divergensteoremet sier linjeintegralet noe om 
vektorfeltets virkning vinkelrett pŒ kurven (fluks) 

! Divergensteoremet f¿lger ved Œ bruke Greens teorem pŒ 
et vektorfelt som stŒr vinkelrett pŒ F
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La D v¾re et regul¾rt omrŒde i ! " med rand S= #D
som er en orientert, lukket flate, med enhetsnormal $%
som peker ut av D. 

Hvis F er et glatt vektorfelt definert pŒ D, sŒ er 

&
'

( ) $%*+ , -
.

/01 ( *2

S= #D

$%

¯nske: Finn en tredimensjonal versjon av Greens teorem
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! Legg merke til at dette har samme struktur som 
Divergensteoremet i planet, bare ÇŽn dimensjon 
oppÈ: Linjeintegralet erstattes med et flateintegral 
og dobbeltintegralet erstattes med et 
trippelintegral. 

! Teoremet uttrykker at Çfluksen ut av flataÈ er lik 
Çoppsamlet divergens innenfor flataÈ. 

! Her er det altsŒ viktig at det er en lukket flate Ð
det mŒ ikke v¾re noen Œpninger der noe kan 
Çslippe utÈ. 
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La Sv¾re en stykkevis glatt, orientert flate i ! " med
enhetsnormal #$ , der randen til S, C = %SbestŒr av en
eller flere stykkevis glatte, lukkede kurver med 
orientering bestemt av orienteringen til S. 

Hvis F er et glatt vektorfelt definert pŒ en Œpen mengde
som inneholder S, sŒ er 

S
#$

F i dr =
C!! (curl F) i

S!! N! dS

C = %S
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! Den grunnleggende ideen i beviset er Œ skrive bŒde flateintegralet (pŒ h¿yre side i 

likninga) og linjeintegralet (pŒ venstre side) som henholdsvis et dobbeltintegral 
over projeksjonen av flata ned i xy-planet (R), og et linjeintegral over randa (C*) til 
projeksjonen av flata (se figur 16.15 b) pŒ s. 940 i boka). Ved Œ bruke Greens 
teorem kan det linjeintegralet vi fŒr skrives som et dobbeltintegral, og ved litt 
regning kan vi se at dette dobbeltintegralet er det samme som det som kommer fra 
flateintegralet pŒ h¿yre side i StokesÕ teorem.

! Legg merke til at Kjerneregelen for derivasjon av funksjoner av flere variable er 
sentral i beviset for StokesÕ teorem (s. 715 i boka).

! Selvebeviseter skrevetut pŒs.940-941i boka,slik jeggjordedetpŒvideoen.
! StokesÕ teorem kan sies Œ v¾reen tredimensjonal analogi til Greens teorem. 
! H¿yre side i likninga i teoremet (flateintegralet) uttrykker Çden totale fluksen til 

curl FÈ ut gjennom flata S. 
! Venstre side (linjeintegralet) uttrykker arbeidet som F gj¿r langs randkurven til S. 
! Teoremet sier at disse to st¿rrelsene er like. 
! Dobbeltintegralet i Greens teorem kan ogsŒ tenkes pŒ som et fluksintegral, 

Çoppsamlet fluks til curl F ut av planetÈ, dvsi retning k. 
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! Disse eksemplene viser at StokesÕ teorem 
inneb¾rer at fluksintegralet til curlenover 
ulike flater med samme randkurve blir det 
samme. 

! Dette kan brukes til Œ regne ut linjeintegralet 
over randkurven til en gitt flate ved Œ erstatte 
den gitte flaten med en annen (enklere) flate og 
sŒ regne ut fluksintegralet til curlenover denne 
flaten.
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En orientert kurve C er gitt ved 

!" # $ %&'#() * '+, #() - %&'#- '+, # ( . / # / 012

a) Vis at C ligger i et plan, og finn en ligning for dette planet. 
Hva slags kurve er projeksjonen av C i xy-planet?

b) Regn ut 34
!5 67 !" (der !5 8(9(: $ 9; <(8= * ; <(: =; > 2
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Eksempel3 Ðvariasjon over tidligere eksempel:
Flaten Ser gitt ved z = 4 Ð(x2 + y2), ! " #!""med orientering gitt ved at $%har positiv 
z-komponent. Vektorfeltet &' er gitt ved &' = (-y, x, 1+ z). Da er curl &' = 2 ( )

F*++ , -
&' . / &01der C= 2T  er randa til T. 

StokesÕ teorem gir: 

, -
&' . / &0 3 4 5 6708&' . $%/ 9 3

4 5:
6708&' . ( /9 3 ; 4 < /=/> 3 ?@$%

Sett ovenfra

S

k
C

C

S2 er flaten x2 + y2 A 4, z= 0. 
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