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Nøkkelbegreper — Uke 8

• Variabelskifte for dobbeltintegraler
◦ Dobbeltintegraler i polarkoordinater
◦ Jacobi-determinanten

• Trippelintegraler
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OF6 — Riemann-summer for dobbeltintegraler

For en partisjon P av rektangelet R = [a, b]× [c, d ] er ∆Aij = areal(Rij) = ∆xi∆yj .

R

∫∫
R

f (x , y) dA = lim
‖P‖→0

m∑
i=1

n∑
j=1

f (x∗
ij , y

∗
ij )∆Aij =

∫ b

a

∫ d

c
f (x , y) dydx .
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Riemann-summer for polarkoordinater
For en av partisjon P av D = [%1, %2]× [α, β] i polarkoordinater er ∆Aij = areal(Dij) =

ri+ri−1
2 ∆ri∆θj .

D

∫∫
D

f (x , y) dA = lim
‖P‖→0

m∑
i=1

n∑
j=1

f
(
r∗ij cos θ

∗
ij , r

∗
ij sin θ

∗
ij
)
∆Aij =

∫ β

α

∫ %2

%1

f (r cos θ, r sin θ) rdrdθ.
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Variabelskifte for dobbeltintegraler
La T (u, v) = (x(u, v), y(u, v)) være en én-entydig koordinattransformasjon fra et område S i
uv -planet til et område D i xy -planet.

S

u

v

T
D

x

y

Anta at x(u, v) og y(u, v) og deres første ordens partiellderiverte med hensyn på u og v er
kontinuerlige på S. Hvis f (x , y) er integrerbar på D og

g(u, v) = (f ◦ T )(u, v) = f (x(u, v), y(u, v))

så er g integrerbar på S og∫∫
D

f (x , y) dxdy =

∫∫
S

g(u, v)|J(u, v)| dudv der J(u, v) =
∂(x , y)
∂(u, v)

=

∣∣∣∣∣ ∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣∣∣∣∣ .
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Trippelintegraler

z = z2(x, y)

z = z1(x, y)

Dxy
x

y

z

∫∫∫
D

f (x , y , z)dV =

∫∫
Dxy

∫ z2(x ,y)

z1(x ,y)
f (x , y , z)dzdydx .
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