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12.5.2 Vi ønsker å partiellderivere 𝑤 = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) med hensyn på 𝑡, når 𝑥 = 𝑔(𝑠), 𝑦 = ℎ(𝑠, 𝑡), og

𝑧 = 𝑘(𝑡). Generelt har vi fra kjerneregelen

𝜕𝑤

𝜕𝑡
=

𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑡
+
𝜕𝑓

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑡
+
𝜕𝑓

𝜕𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝑡
.

I dette tilfellet er
డ௫

డ௧
= 0,

డ௬

డ௧
=

డ௛

డ௧
og

డ௭

డ௧
=

ௗ௞

ௗ௧
. Vi setter inn dette, og oppnår

𝜕𝑤

𝜕𝑡
=

𝜕𝑓

𝜕𝑦

𝜕ℎ

𝜕𝑡
+
𝜕𝑓

𝜕𝑧

𝑑𝑘

𝑑𝑡
.

12.5.4 Vi lar

𝑤 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑥 = 𝑔(𝑟, 𝑠) 𝑦 = ℎ(𝑟, 𝑡) 𝑟 = 𝑘(𝑠, 𝑡) 𝑠 = 𝑚(𝑡).

Da blir

𝑑𝑤

𝑑𝑡
=

𝜕𝑓

𝜕𝑥
ቆ
𝜕𝑔

𝜕𝑟
ቆ
𝜕𝑘

𝜕𝑠

𝑑𝑚

𝑑𝑡
+
𝜕𝑘

𝜕𝑡
ቇ +

𝜕𝑔

𝜕𝑠

𝑑𝑚

𝑑𝑡
ቇ +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
ቆ
𝜕ℎ

𝜕𝑟
ቆ
𝜕𝑘

𝜕𝑠

𝑑𝑚

𝑑𝑡
+
𝜕𝑘

𝜕𝑡
ቇ +

𝜕ℎ

𝜕𝑡
ቇ .

12.6.4 Vi finner først lineariseringen i punktet (2, 2). Vi har

𝑓௫(𝑥, 𝑦) = −24
2𝑥 + 𝑦

(𝑥ଶ + 𝑥𝑦 + 𝑦ଶ)
ଶ ,

𝑓௬(𝑥, 𝑦) = −24
2𝑦 + 𝑥

(𝑥ଶ + 𝑥𝑦 + 𝑦ଶ)
ଶ .

Lineariseringen er derfor

𝐿(𝑥, 𝑦) = 𝑓(2, 2) + 𝑓௫(2, 2)(𝑥 − 2) + 𝑓௬(2, 2)(𝑦 − 2)

= 2 − (𝑥 − 2) − (𝑦 − 2),

og vi får approksimasjonen

𝑓(2,1; 1,8) ≈ 𝐿(2,1; 1,8) = 2 − 0,1 + 0,2

= 2,1.

12.6.18 Vi bruker definisjonen av Jacobi–matrisen, og får

𝐷f(𝑅, 𝜙, 𝜃) =
⎛
⎜

⎝

డ௫

డோ

డ௫

డథ

డ௫

డఏ

డ௬

డோ

డ௬

డథ

డ௬

డఏ

డ௭

డோ

డ௭

డథ

డ௭

డఏ

⎞
⎟

⎠

= ⎛

⎝

sin𝜙 cos 𝜃 𝑅 cos𝜙 cos 𝜃 −𝑅 sin𝜙 sin 𝜃

sin𝜙 sin 𝜃 𝑅 cos𝜙 sin 𝜃 𝑅 sin𝜙 cos 𝜃

cos𝜙 −𝑅 sin𝜙 0

⎞

⎠

.
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12.7.4 Vi har funksjonen gitt ved 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑒௫௬ og punktet (2, 0).

a) Gradienten til en funksjon i to variable er gitt ved

∇𝑓(𝑥, 𝑦) = ቆ
𝜕𝑓

𝜕𝑥
,
𝜕𝑓

𝜕𝑦
ቇ ,

i dette tilfellet

∇𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝑦𝑒௫௬, 𝑥𝑒௫௬) .

Evaluert i (2, 0) får vi dermed

∇𝑓(2, 0) = (0, 2).

b) Tangentplanet til grafen 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) i punktet (𝑥, 𝑦) = (2, 0) er gitt ved likningen

𝑧 = 𝑓(2, 0) + ∇𝑓(2, 0) ⋅ (𝑥 − 2, 𝑦 − 0)  

= 1 + (0, 2) ⋅ (𝑥 − 2, 𝑦)

= 1 + 2𝑦,

eller

𝑧 − 2𝑦 − 1 = 0.

c) For å finne likningen for den rette linjen som tangerer nivåkurven1 finner vi først en likning

for nivåkurven som går gjennom punktet vårt. Denne er gitt ved

𝑒௫௬ = 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(2, 0) = 1,

eller

𝑥𝑦 = 0,

som altså er unionen av koordinataksene. Linjen som tangerer denne nivåkurven i punktet

(2, 0) er nødvendigvis gitt ved likningen

𝑦 = 0.

12.7.14 Vi har 𝑓(𝑥, 𝑦) = ln | r|, hvor r = (𝑥, 𝑦), og skal finne gradienten til denne. Vi kan skrive om

funksjonen for å gjøre det enklere først:

𝑓(𝑥, 𝑦) = ln | r| =
1

2
ln ൫𝑥ଶ + 𝑦ଶ൯ .

Dermed får vi

∇𝑓(𝑥, 𝑦) = ቆ
𝜕𝑓

𝜕𝑥
,
𝜕𝑓

𝜕𝑦
ቇ

= ቆ
𝑥

𝑥ଶ + 𝑦ଶ
,

𝑦

𝑥ଶ + 𝑦ଶ
ቇ

=
(𝑥, 𝑦)

𝑥ଶ + 𝑦ଶ

=
r

| r|ଶ
,

ved bruk av kjerneregelen.

1Se nederst på side 724 i boka for en forklaring av forskjellen mellom det vi finner i b) og c).
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12.8.4 Definér funksjonen 𝑓 ved 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑒௬௭ − 𝑥ଶ𝑧 ln(𝑦) − 𝜋 for 𝑥 ∈ ℝ, 𝑦 ∈ (0,∞), 𝑧 ∈ ℝ.

Da svarer likningen til 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0. Anta at 𝑝⃗ = (𝑥଴, 𝑦଴, 𝑧଴) tilfredstiller likningen. Da sier det

implisitte funksjonsteoremet at det finnes en løsning 𝑦(𝑥, 𝑧) i en omegn om punktet 𝑝⃗ dersom

𝜕௬𝑓(𝑥଴, 𝑦଴, 𝑧଴) = 𝑧଴ ቆ𝑒
௬బ௫బ −

𝑥ଶ଴

𝑦଴
ቇ ≠ 0,

som er ekvivalent med at

𝑧଴ ≠ 0 og 𝑦଴𝑒
௬బ௫బ ≠ 𝑥ଶ଴ .

For en slik løsning 𝑦(𝑥, 𝑧) av likningen kan vi derivere likningen

𝑓(𝑥, 𝑦(𝑥, 𝑧), 𝑧) = 0

med hensyn på 𝑧 og få

(𝜕௭𝑦𝑧 + 𝑦) 𝑒௬௭ − 𝑥ଶ ln(𝑦) − 𝑥ଶ𝑧
1

𝑦
𝜕௭𝑦 = 0,

eller

𝜕௭𝑦 =
𝑥ଶ𝑦 ln(𝑦) − 𝑦ଶ𝑒௬௭

𝑦𝑧𝑒௬௭ − 𝑥ଶ𝑧
.

12.8.14 Definér funksjonene 𝑓 og 𝑔 ved 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑟, 𝑠) = 𝑥 − 𝑟ଶ−2𝑠 og 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑟, 𝑠) = 𝑦 + 2𝑟 − 𝑠ଶ. Da

svarer de oppgitte likningene til

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑟, 𝑠) = 0

𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑟, 𝑠) = 0.
(1)

Vi har jacobideterminanten

𝐽 =
𝜕(𝑓, 𝑔)

𝜕(𝑟, 𝑠)
= ቤ

𝑓௥ 𝑓௦
𝑔௥ 𝑔௦

ቤ = ቤ
−2𝑟 −2

2 −2𝑠
ቤ = 4(1 + 𝑟𝑠),

og ser at 𝐽 ≠ 0 hvis 𝑟𝑠 ≠ −1. Altså kan vi løse ligningssystemet (1) i 𝑟 og 𝑠 (som funksjoner av 𝑥

og 𝑦) i en omegn om alle punkter 𝑃⃗଴ = (𝑥଴, 𝑦଴, 𝑟଴, 𝑠଴) som oppfyller 𝑟଴𝑠଴ ≠ −1. Videre har vi fra

implisitt funksjonsteorem at

𝜕𝑟

𝜕𝑥
= −

1

𝐽

𝜕(𝑓, 𝑔)

𝜕(𝑥, 𝑠)
= −

1

𝐽
ቤ
1 −2

0 −2𝑠
ቤ =

𝑠

2(1 + 𝑟𝑠)
,

𝜕𝑟

𝜕𝑦
= −

1

𝐽

𝜕(𝑓, 𝑔)

𝜕(𝑦, 𝑠)
= −

1

𝐽
ቤ
0 −2

1 −2𝑠
ቤ = −

1

2(1 + 𝑟𝑠)
,

𝜕𝑠

𝜕𝑥
= −

1

𝐽

𝜕(𝑓, 𝑔)

𝜕(𝑟, 𝑥)
= −

1

𝐽
ቤ
−2𝑟 1

2 0
ቤ =

1

2(1 + 𝑟𝑠)
,

𝜕𝑠

𝜕𝑦
= −

1

𝐽

𝜕(𝑓, 𝑔)

𝜕(𝑟, 𝑦)
= −

1

𝐽
ቤ
−2𝑟 0

2 1
ቤ =

𝑟

2(1 + 𝑟𝑠)
,

og spesielt har vi i punktet 0⃗ = (0, 0, 0, 0) (som oppfyller betingelsen 𝑟଴𝑠଴ ≠ −1) at

𝜕𝑟

𝜕𝑥
ቤ
଴⃗

= 0,
𝜕𝑟

𝜕𝑦
ቤ
଴⃗

= −
1

2
,

𝜕𝑠

𝜕𝑥
ቤ
଴⃗

=
1

2
,

𝜕𝑠

𝜕𝑦
ቤ
଴⃗

= 0.
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Review 12.4 Vi har funksjonen 𝑓 definert ved delt forskrift:

𝑓(𝑥, 𝑦) = ቐ

௫య

௫మା௬మ
, hvis (𝑥, 𝑦) ≠ (0, 0)

0, hvis (𝑥, 𝑦) = (0, 0)
.

Vi undersøker om de førsteordens partiellderiverte eksisterer i (0, 0) ved å bruke grenseverdidefi-

nisjonen av de partiellderiverte i (0, 0) direkte.

Vi begynner med den partiellderiverte med hensyn på første argument

𝑓ଵ(0, 0) = lim
௛→଴

𝑓(0 + ℎ, 0) − 𝑓(0, 0)

ℎ

= lim
௛→଴

௛య

௛మା଴
− 0

ℎ
= 1.

Tilsvarende, for andre argument,

𝑓ଶ(0, 0) = lim
௛→଴

𝑓(0, 0 + ℎ) − 𝑓(0, 0)

ℎ

= lim
௛→଴

଴

଴ା௛మ
− 0

ℎ
= 0.

Grensene eksisterer, så vi har 𝑓ଵ(0, 0) = 1 og 𝑓ଶ(0, 0) = 0.

For å kunne vurdere om de høyereordens partiellderiverte eksisterer i (0, 0), må vi finne de

førsteordens partiellderiverte i et vilkårlig punkt (𝑥, 𝑦) ≠ (0, 0). Vi har at

𝑓ଵ(𝑥, 𝑦) =
3𝑥ଶ ൫𝑥ଶ + 𝑦ଶ൯ − 𝑥ଷ ⋅ 2𝑥

(𝑥ଶ + 𝑦ଶ)
ଶ =

𝑥ସ + 3𝑥ଶ𝑦ଶ

(𝑥ଶ + 𝑦ଶ)
ଶ ,

𝑓ଶ(𝑥, 𝑦) = −
2𝑦

(𝑥ଶ + 𝑦ଶ)
ଶ ,

for alle (𝑥, 𝑦) ≠ (0, 0).

Igjen må vi bruke grenseverdidefinisjonen for å vurdere om 𝑓ଶଵ(0, 0) og 𝑓ଵଶ(0, 0) eksisterer.

𝑓ଶଵ(0, 0) = lim
௛→଴

𝑓ଶ(0 + ℎ, 0) − 𝑓ଶ(0, 0)

ℎ

= lim
௛→଴

଴

(௛మା଴)
మ − 0

ℎ
= 0,

og

𝑓ଵଶ(0, 0) = lim
௛→଴

𝑓ଵ(0, 0 + ℎ) − 𝑓ଵ(0, 0)

ℎ

= lim
௛→଴

଴ା଴

௛ర
− 1

ℎ

= lim
௛→଴

−1

ℎ
,

som ikke eksisterer.


