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Alle oppgavenummer referer til 8. utgave av Adams & Essex’ Calculus: A Complete
Course.

16.3.1: La R vere halv-disken innenfor C. Da sier Greens teorem at

}i ((sin(x) +3y?) dz + (2z — e_yZ) dy) = //R (61(233 — e_yz) — Oy (sin(x) + 3y2)> dA

://R(Q—Qy)dA
:2//]%0;14_6//1%@,@4
:wa2—6//RydA,

hvor vi pa siste linje har benyttet at vi kjenner arealet til halv-disken. Siden R = {(z,vy) :
—a <z <a,0<y<+va?— 2?2} kan vi beregne det andre integralet ved hjelp av et iterert
integral. Vi far

fa2— 2

72 ((sin(x) + 3y%) dx + (22 — e_yz) dy) = ma’ — 6/ / ydydx
—a J0
:71'(12—3/ (a® — 2?) dx

—a

1
= 7a® — 6(a® — ga?’)

= ma® — 4a°.

16.3.3: Me skal evaluera linjeintegralet
f (z sin(y?) — yz) dx + (:EQy cos(y?) + 3z) dy, (mot klokka)
C

langs randa til trapeset R med hjorne i (0, —2), (1,—1), (1,1) og (0,2). Me mistenker at
dette lettast kan gjerast ved bruk av Greens teorem,

jécF-dr—//R(VxF)-de.

I dette tilfellet har ein da F(x,y) = zsin(y?) — y?, Fa(z,y) = 2%y cos(y?) + 3z, og dermed

% = 2wy cos(y?) + 3 og %—Zl = 2wy cos(y?) — 2y sann at integranden i dobbeltintegralet

vert 3 + 2y. Green gjev da
]{ (z sin(y?) — y2) dx + (:IJQy cos(y?) + 3z) dy = 3// dA +2 // ydA.
C R R
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Merk at trapeset R er symmetrisk om x-aksen og dermed vil det andre integralet pa
hggresida bli 0 fordi y er antisymmetrisk om z-aksen. Dermed star ein igjen med det fgrste
integralet pa hggresida som berre er 3 gonger arealet av trapeset R som har parallelle sider
med lengde 4 og 2 og hggde 1. Det vil seia at svaret er

4+ 2)1
3//dA:3><areal(R):3><(z):9.
R

16.3.4: Vi skal evaluere linjeintegralet
]{ (1:2y dz — zy? dy) , (med klokka)
C

det vil si flyten av F(z,y) = 2%yi — 2y%j rundt C, der C er randa av regionen
D: z2?2+4y2<0, y > 0.

Green’s Teorem sier at dette er det samme som & evaluere flateintegralet av z-komponenten
til curl’en av F over D, men der vi mé gange med —1 siden C er orientert med klokka.

Altsa er
f(azzydx—:cgfdy) :—// (VxF)-kdA
C D
B oFy 0F;
B //p(aw 3y>dA
D
3 T
:/ / r2 dOr dr
0 0

= 81m/4.

16.3.5: For den gitte parametriseringen r(t) = a cos?(t) + bsin®(¢), har vi at

x dy = 3abcos’ (t) sin’(t) dt,
—y dx = 3absin® cos?(t) dt,
3ab 3ab

% (xdy —ydzx) = - cos?(t) sin?(t)(cos?(t) + sin?(t)) dt = - cos?(t) sin®(t) dt

Alle tre av disse uttrykkene, nar integrert fra 0 til 27, gir arealet omsluttet av kurven. Da
det siste uttrykket er enklest & integrere, velger vi dette.

271'1
A:/ —(zdy — ydzx)
0o 2

3ab [T
=5 i
_ 3ab 2
-5 i

3mwab

g

cos?(t) sin®(¢) dt

sin?(2t) dt
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16.3.6: Malet i denne oppgava er & ga motsatt veg av beviset for divergensteoremet i planet
pa side 924 i boka. Me antar pa same mate at R er eit reguleert, lukka omrade i zy-planet
som har ei rand C bestaande av ei eller fleire stykkevis glatte, enkle lukka kurvar som i si
parametrisering gar mot klokka. Det er og gitt at N er einingsnormalvektoren som peiker
utover fra R og F = (Fi(x,y), Fa(x,y)) er eit glatt vektorfelt paA R Me kan da anta at det
todimensjonale divergensteoremet er gyldig,

// dideA:ij-Nds,
R C

(hugs at her er div F = 8;;1 + 8F2) og me skal bruka dette til & visa Greens teorem:

// <%—8E>dA_j£F-Tds<_j£F-dr>.

For & bruka divergensteoremet méa me fgrst sgrga for at integrandane i dei to flateintegrala
er like, s& me definerer hjelpe-vektorfeltet G = (Fa(z,y), —Fi(z,y)). Sidan F er glatt vil
0og G vera glatt og me ser at or, _ 9n

By = div G. Med same argumentasjon som i beviset
for divergensteoremet har me at G - N = F - T (F og G har bytta rolle i dette tilfellet).
Ved rein innsetting, bruk av divergensteoremet for G og dei ovanstédande identitetane finn
me da

// <8F2—aFl)dA://RdivGdA:jiG-Nds:focF-Tds<:£F-dr>,

som var det me skulle visa.

16.3.7: Me er gitt plankurva C : r(t) = (sint,sin 2t), 0 < ¢ < 27, som illustrert nedanfor.

1Y
Cg Cl
5
Ry Ry
‘ €T
1 —-0.5 0.5
Dt
14

Vidare skal me evaluera fc F.dr,der F = (ye“2 ,z3e¥). Det er truleg mindre arbeidskrevande
a bruka Greens teorem til & finna verdien av dette linjeintegralet ved & gjera det om til eit
flateintegral. Merk at kurva utgjer randa til to ikkje-overlappande omréade, lat oss kalla
dei R; og Rs, med tilhgyrande randar C; og Co sann at C; = C for 0 <t < 7 og Co = C for
m <t < 27w Merk at C; gar med klokka, medan Co gar mot klokka. Dermed kan me dela
linjeintegralet inn i to linjeintegral over som begge er langs ei enkel, glatt, lukka kurve og
me kan bruka Greens teorem pé kvart av dei. Integranden for flateintegralet er begge tilfelle
gitt ved g(z,y) := %I;Q 681;1 = 232 — %, Legg merke til at g er symmetrisk om y-aksen,
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det vil seia g(—x,y) = g(x,y). Dessutan kan me sja at R; er speglinga av Ry om y-aksen,
som betyr at dersom (z,y) € Ry sd er (—z,y) € R;. Dermed kan me skriva

yﬁF.dr:jilF-dr+?({2F-dr:—]{aF'dr"‘?iF'dr
__//ng(m,y)dA—i-//RQg(xay)dA
_//Rlg(:c,y)dA‘l-//ng(_xuy)dA
_//}219(x7y)dA+//]%lg(xay)dA:O’

der me i andre overgang har skifta forteikn pa integralet langs C; for & ga mot klokka, medan
i fjerde overgang har me gjort variabelskiftet (z,y) — (—z,y) i det andre flateintegralet for
a integrera over R i staden for Ry. Her ser me at bidraget fra kvart flateintegral nullar
einannan ut og me star igjen med at integralet er null.

16.3.9: La D, veere disken innenfor C,, og la (z¢,y0) veere midtpunktet til D,. Det vi
gnsker & vise er at funksjonen v definert ved

1

v(r) = -— uds
( ) 2rr Cy

er konstant lik u(zg, yo). Det deles pa 2z fordi dette er lengden til kurven C,, slik at v gir
gjennomsnittsverdien til u pa kurven. For & kunne derivere v ma vi skrive integralet om pa
en slik mate at avhengigheten av r blir mer eksplisitt. Siden kurven C, kan parametriseres
som

r(t) = (zo,yo) + r(cos(t),sin(t)), 0<t < 2m,

har vi
1 2
v(r) = - u(xo + rcos(t), yo + rsin(t)) |#(¢)| dt
.
=5 ) u(wo 4 7 cos(t), yo + rsin(t)) dt.
Derfor er
1 21
v'(r) = o ; (Ozu(r(t)) cos(t) + Oyu(r(t))sin(t)) dt
1 2T

= Vu(r(t)) - N(r(1)) dt

j{ Vu - Nds
27‘('7”

hvor N er den utoverpekende enhetsnormalvektoren pa C,. T siste linje gikk vi tilbake til et
linjeintegral igjen. N& kan vi bruke divergensteoremet til & konkludere at

!/
v'(r) = 271'7’/ V.-VudA

=5 / AudA
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siden Au = 0. Dermed er v konstant. Spesielt er

o(r) = lim v(p)

= u(x0, Yo),

hvor vi brukt at gjennomsnittsverdien pa kurven vil gi mot verdien i (zg,yp) nar radien
gar mot null (dette er oppgitt i oppgaven). Dette var det vi skulle vise.

Ekstra for de som er interesserte: Det kan nevnes at vi kan gi den andre veien ogsa
(for kontinuerlige funksjoner). Dersom en funksjon oppfyller denne egenskapen i alle punkter
er den harmonisk. Dette er kanskje mer overraskende. La oss ogsa bevise pastanden om
at grensen av gjennomsnittsverdien blir verdien i midtpunktet. La derfor € > 0. Vi har
(hvorfor kan vi flytte u(xo, yo) inn i integralet?)

2
0(r) ~ utoow)] = |5 [ ate@)at = a0

2
= o | [ e = ute s )
2
<o [ lute() — uCeo,uo)| dt
0

Merk né at |r(t) — (zo,y0)| = r for t € [0, 27]. Siden w er kontinuerlig i (xo, yo) kan vi velge
0 > 0 slik at dersom r < 0 har vi |u(r(t)) — u(xo,yo)| < € for alle ¢t € [0, 27]. For slike r har
vi da

1 2T
— < — dt.
lo(r) — u(zo, yo)| < 5 /0 €
= 8’
og vi har derfor at lim,_,o v(r) = u(xg,yo) siden & var vilkarlig.

Review exercise 16.3: Me skal evaluera
7{ (By2 + 2xey2) dz + (szyeyz) dy (mot klokka)
C

langs randa til parallellogrammet R med hjgrne i (0,0), (2,0), (3,1) og (1,1). Som vanleg
mistenker me at dette kan gjerast lettare ved bruk av Greens teorem, og me identifiserer
Fi(z,y) = 3y% + 2zeY’ og Fy(z,y) = 2x2yey2. Altsé er

0F, OF
87:2 - 7; = daye?” — (6y + dwye’’) = —6y.

Merk at parallellogrammet R kan parametriserast pa ein x-enkel méate som y < x <y + 2,
0 <y < 1. Dermed far me

5 5 1 y+2
% <3y2 + 2zeY ) dxr + (2$2yey ) dy = // (—6y)dA = —6/ / ydzdy
¢ R 0 Jy

1
- —6/ 2y dy = —6 [y?], = —6.
0
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Review exercise 16.10: La R vaere omradet som ligger innenfor C. Sirkulasjonen til F
rundt C' er per definisjon gitt ved integralet

?{ F.dr = j{ ((2y® — 3y + xy?) da + (x — 2° + 22y) dy),
C C
som er lik
% F.dr = // (835(1' — 3 € x2y> — 8y(2y3 — 3y + ny)) dA
C R

= // ((1 — 322 + 2zy) — (62 — 3+ Qxy)) dA
R

://1%(4—3x2—6y2) dA

fra Greens teorem. Vi gnsker at sirkulasjonen, og derfor dette dobbeltintegralet, skal veere
sterst mulig. Dette oppnas ved & velge R til a veere omradet der integranden er positiv,
altsa der 4 — 322 — 6y% > 0. Den stgrste mulige sirkulasjonen far vi derfor nar C er ellipsen
som oppfyller 4 — 322 — 6y = 0.
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