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Alle oppgavenummer referer til 8. utgave av Adams & Essex’ Calculus: A Complete
Course.

16.1.2: Vi bruker formlene pa side 908 i boka og far

. _8y 8x_
leF—% 873/—0,

og
Jor Oy

IF=|—-—=—=k=1(0,0,0).
curt F = (5 - 90} k= 0,0.0
16.1.4: Divergensen til F(x,y, z) = yzi + xzj + xyk er gitt ved
V -F(z,y,2) = 0:(yz) + 0y(x2) + 0:(xy) = 0.
Curlen til feltet er gitt ved
ik

VxF(z,y,z)=det |0 0y 0, | =(@—-2)i—(y—y)i+(2—2k=(0,0,0).
yz xz TY

16.1.7: Gitt F = (f(z),9(y), h(z)) finn me at divergensen er

V-F= a‘g(;) + 8%2;) + 8}5(22) = J'(2) +4'(y) + W'(2),

medan curlen er

UxFo (ah(Z) 59@)) - <3f(w) f?fl(Z))J.Jr <3g(y) 8f(ﬂf)) K

oy 0z
= (0,0,0).

0z ox

Oz oy

16.1.9: Vi uttrykker forst F i kartesiske koordinater. Siden r = /a2 4+ y2 og sin(f) =

y/r=y//x?+y?, far vi

. Yy .
F(z,y,2) = V2?2 + 9?1l + ——j.
Va2 +y2?
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Vi far folgelig divergensen

V-F(,y,2) =0 (Va? +42) + 0y | ——— | +0- (0
v L 2 +y? —y?/a? + P
VA e

x 132

= + .
Vai+y? o (@2 +y?)32

Curlen til feltet er gitt ved

i i K
V x F(z,y,2) = det O Oy 0
Vat+y? g/t 0

%<¢£qw>—@(%ﬁ+f)

—0i—0j+ k

Yy Ly
=— k.
&@+¢+W+wW>

En alternativ fremgangsmate er a forst vise at

0,1 = cos(0), 0y sin(f) = —cos(ﬁr)sm(ﬁ)’
2
d,r = sin(9), 0, sin(6) = COST@,

og deretter bruke disse direkte i derivasjonene. For eksempel blir divergensen

V- F(r,0) = 9, (r) + 9y (sin(0)) = cos(0) + 0032(9)7

r

som man kan sjekke stemmer overens med det vi fant i kartesiske koordinater. Curlen regnes
ut tilsvarende.

16.2.2: Dette fglger av definisjonen av V, og produktregelen for derivasjon:

V- (6F) =5 (6F1) + 5L (6F) + 5 (6F)

0 0 0 oF;, 0F, OF:
:¢F1+¢F2+¢F3+¢< =+ 24 3)

or oy 0z oz oy 0z
=V¢ -F+ ¢V - F.
16.2.5: Per definisjon er
i j k
VxV¢=det |0, 0y O,
be Py Pz

= (¢yw - Qb:vy) i— (¢zx - ¢xz).] + (d)yx - ¢zy) k=0,
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der siste linje folger av likhet av blandede partiellderiverte.

16.2.6: Det er enklest & starte med venstre side, for s& & prove & fa ut hgyre side. Vi har
VxF= (8yF3 — ang)l + (8ZF1 — 8:EF3).] + (&EFQ — 8yF1)k
og derfor

V X (V X F) =(0,0,F, — 0;F\ — 0;F\ + 0,0.F3)i

+ (0y0,F3 — 02Fy — 02Fy + 0,0, F1)j

+ (0:0.F\ — 92F3 — 92 F3 + 0,0, F»)k
=(0x(0uFy + Oy Fy + 0. F3) — O2Fy — 0, Fy — 02 FY)i

+ (0y(0uFy + 0y Fy + 0.F3) — 02Fy — 02 Fy — 02F))j

+ (0:(0c Fy + 0y Fy + 0.F3) — 02F3 — 02 F3 — 02F3)k
=(0,(V-F) = AR)i+ (0,(V-F) — AR)j+ (0,(V-F) — AF3)k
=V(V-F) - AF.

Merk at vi la til og trakk fra 02 F}i, og tilsvarende for de to andre komponentene. Her har
vi brukt standardnotasjonen A for Laplace-operatoren, som tilsvarer V2 i boka.

16.2.10: Fra definisjonen pa side 916 i boka og oppgave 16.2.10 har vi

AF =V(V-F) -V x (V x F)
=V(0)-Vx0
=0,

som viser at komponentene til F er harmoniske. Siden V x F = 0 finnes det et (ska-
lar)potensial ¢ slik at F = V. Denne funksjonen er ogsa harmonisk, siden

Ap=V-(Vp)
—V.-F
= 0.

16.2.17: At F er et divergensfritt (solenoidal) vektorfelt svarer til at V-F = 0. Vi verifiserer:
V-F =e* 4% — 2% = 0.

Siden F er divergensfritt finnes det et vektorpotensial G for F, slik at F = V x G.
Komponentene til dette potensialet ma derfor oppfylle

9,G3 — 0,Gq = xe*, (1)
9.G1 — 0,Gs = ye**, (2)
0,Ga — 0,G1 = —e**. (3)
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Potensialet G er ikke entydig, sa vi kan ta oss noen friheter nar vi finner et. La oss derfor
anta at G = 0. Ved & integrere og [2| finner vi da

1
Gy = 51/62'2 + fz,y)

1
Gy = —ixe% + g(x,y),

der impliserer at f og g méa oppfylle
Opf — Oyg = 0.
Vi kan like gjerne velge f = g = 0. Da ender vi opp med

1 1
G(l"y) = <2y62Z,—2l’62Z,O> ]

som vektorpotensial for F. Igjen understrekes det at G ikke er entydig.
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