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Alle oppgavenummer referer til 8. utgave av Adams & Essex’ Calculus: A Complete
Course.

15.1.3: Siden vektorfeltet er gitt ved F(z,y) = (y,x) ma feltlinjene tilfredstille differensial-
likningen

x
y=—
Yy

1 /

Ved & integrere denne likningen finner vi

eller

som beskriver hyperbler sentrert i origo. Det er tre ulike tilfeller & skille mellom: Hvis
¢ > 0 ligger brennpunktene pa y-aksen, mens de ligger pa z-aksen nar ¢ < 0. Spesialtilfellet
c = 0 svarer til de to linjene y = +x. Merk ogsa at alle feltlinjene har disse to linjene som
asymptoter. Se [l|for ¢ = +1/4 og ¢ = 0.

Figur 1: Vektorfeltet F(z,y) = (y,x) og utvalgte feltlinjer.
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15.1.15: La r(t) = (2(t),y(t)) veere stromlinjenes parametrisering. Vi krever

d
;%:V@w%

eller

som gir y(t) = Cre™" og z(t) = Co—t

15.2.3: Siden
oy, 2wy y 2zy _OFy
oy  (2+y2)? 7 (224yH)? Oz’

er vektorfeltet ikke konservativt.

15.2.5: Viregner fgrst ut de ngdvendige partiellderiverte for & se om vektorfeltet oppfyller
de ngdvendige betingelsene for & veere konservativt.

8F1 8F1 aFQ
TN g, T 9, D29
oy R > or “
8F2 6F3 aF3

T2 gy, LB 9 T3
aZ y7 8.%. $7 ay y’

fra dette ser vi at
oF, 0F, oF, 0OF3 0Fy,  OF3

oy oxr’ Oz ox’ Oz oy

De ngdvendige betingelsene er altsa oppfylt, og siden vi i dette tilfellet har at F er glatt og
domenet er hele det euklidske rommet R? har vi fra forelesningene at dette er tilstrekkelig
til & si at vektorfeltet er konservativt.

Ved inspeksjon ser vi at

p(z,y,2) = 2%y + y*z — 2w,

er en mulig potensialfunksjon.

15.2.9: Vi sgker en potensialfunksjon ¢ slik at

20 2y 2?4+ y?
v¢(x7yaz): (77_ 2 3
z' z z
og la oss her betrakte domenet gitt av z > 0 for a sgrge for at komponentene i vektorfeltet
og deres partiellderiverte alltid er veldefinerte. Fgrste komponent i denne vektorligningen er

¢z(x,y,2) = 22/2, som gir at

2

qb(x,y,z) = ? + C(y,z),

for en deriverbar funksjon C'. Ved & partiellderivere dette uttrykket for ¢ med hensyn pa vy,
kombinert med andre komponent av vektorligningen, gir

2y
Cy(y7 Z) = 77
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som betyr at C(y, z) = % + K (z), for en deriverbar funksjon K. Vi har na at ¢(z,y,2) =
# + K (z). Ved & partiellderivere med hensyn pa z far vi

_w2 + y2
22

_x2 + y2
52

+ K'(2) =

som medfgrer at K er en konstant. Alt i alt kan vi konkludere med at feltet er konservativt,
med potensialfunksjon
2 2
x
o(x,y,z) = rY + konstant.
z

For & finne ekvipotensialflatene setter vi potensialfunksjonen lik en konstant og ender opp
med uttrykket

2=C(z* + 17,

som angir et sett med paraboloider. For & finne de tilhgrende feltlinjene setter vi opp
differensialuttrykkene som disse oppfyller

dx B dy B dz
Fl([IJ,y,Z) FQ(l',y,Z) F3<377y72)7

som er ekvivalent med
dﬁ @ B 2z dz

x y a2t y?

Ved & integrere opp den fgrste likheten finner vi
In[y[ = In |z| + Co,

eller
ly| = e“)z| & |y = ‘:tecox‘ < y = Bz for B € R.

Ved & bruke ovenstaende sammenheng og ligningen for feltlinjene har vi da
(1+ BY)zdr = —2zdz,
som gir
1,2
(1+ B2)? =22 + A,

eller
2?24+t +2:2=4

for A € R. Altsa er feltlinjene gitt av planene y = Bx og ellipsene 22 + y? + 222 = A.

15.3.2: Den generelle formelen for kurveintegralet av en funksjon med hensyn pa kurve-

lengden er gitt ved
/f(r(t)) dr d
— | ds.
c dt

I vart tilfelle er f(r(t)) =t¢, og

=[7'(t)| =] (2t,1,2t) | = V1 + 8t2.

dr

dt
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Dermed er integralet vi skal finne

/yds:/ t\v/' 1+ 8t2 dt
C 0

1 m 1[2 1™
= — Vudu = — Zut
16 Ji—o 16 3 |,

:i [+s2)]
- i ((1—1—8m2)% —1)

ved substitusjonen u = 1 4 82, du = 16t dt.

m

15.3.11: Massen er gitt ved

t=2m
M = d(z,y,z)ds
t=0

= /27r ty/(—sin(t))2 + (cos(t))2 + 12 dt
0

27
:/ V2 dt
0
:2\/5772.

Massesenteret er (Z,y, z), der

T = /27r cos(t)tv/2dt/M = 0,
027r
j— / sin(t)tv2dt/M = —1/x,
0
27
5o / 2V3dt/M = 4x /3.
0

(De to forste integralene kan lgses ved delvis integrasjon.)

15.3.15: Vi begynner med & parametrisere kurven.
(acos(t),asin(t), acos(t)), 0<t<m/2,

som fremgér ved fgrst & parametrisere en sirkel om origo med radius a i x—y—planet, og sa
sette z = .

/mds:a2
C

Vi far da

w/2

cos(t)v/(—sin(t))2 + (cos(t))2 + (—sin(t))2 dt

w/2

= a? cos(t)y/ 1+ sin?(t) dt
1

=a® | V1+v2dv,

S— >— >—
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der vi brukte substitusjonen v = sin(¢). Substitusjonen v = sinh(p), samt identiteten
1 + sinh?(p) = cosh?(p), gir s&

1 sinh~1(1)
a2/ V1+ov2do = a2/ cosh?(p) dp
0

0
1 1 sinh=1(1)
= a? | = cosh(x) sinh(z) + a:]
2 2",
a2
=5 (\@—i— sinh’l(l)) .

15.4.6: De tre linjesegmentene kan parametriseres som

Kall kurven bestaende av disse tre linjesegmentene C. Flyten av F' langs C er da gitt ved

1
/CF.dr:/O (t,0,—1) - (1,0,0) dt
1
+/ (1,s,—(1+s))-(0,1,0)ds
0

1
+/ (21— 1r,—2) - (0,0, 1) dr
0

11
= - 4--—2=-1.
23

En alternativ Igsning er a observere at feltet er konservativt,
2 4 .2
F(x,y,z):V(x —;—y —xz—yz),

for s& & ta differansen av verdiene til denne potensialfunksjonen i endepunktene av kurven
beskrevet over.

15.4.17: Vi begynner med & velge en parametrisering av integrasjonskurven C

Ci: (t,0), —a<t<a

Cs: (acoss,asin s) 0<s<m,

merk at dette gir den korrekte orienteringen, mot klokka. Begge integralene vi skal finne er
da er summen av bidragene fra hver av disse to delene av kurven.
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a) Vi regner ut integralet direkte

fxdy:/ rdy +
C C1

tdo +

—a

= O+/ (acoss)(acoss)ds
0

/wdy
Co
Y

acossd(asins)

T

= a? 184*1811128 i
27 4 0

b) Tilsvarende har vi

?{ydx:/ yd:v~|—/ ydx
C C1 Co

:/ 0dt+/ asin s d(acos s)
—a 0

:O+/ (asins)(—asins)ds
0

1 1 T
=—a’®|=s— ~sin2s
2 4 0

Merk: Oppgave 15.4.20 hinter til hvorfor summen av disse integralene er 0.

Review exercise 15.8: Integralet av funksjonen F mellom de to punktene er uavhengig
av valg av kurve mellom punktene dersom konstantene velges slik at F er konservativ, i sa
fall er verdien av integralet differansen av verdiene til den tilhgrende potensialfunksjonen i
de aktuelle punktene.

Vi deriverer komponentene av F for & finne betingelser pa a, b, og c.

8F1 aFl 8}72

_ = _— = _— = 2

ay ax + 3z, 5% 3y, g T+ 3z,
3F2 2 aFS 8-F3 2
5% 3z + by~ B v, By T + 3cy

Fra dette ser vi at
oFy  0F; oFy  0F3 OF,  0F3

oy Oz’ 0z ox’ 0z Oy

kun dersom b =3, a =2, og c = 1.

Vi har dermed funnet at

F = (2zy + 3yz, 2% + 32z + 3y*z, 3zy + ¢°)
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er konservativ. Ved inspeksjon ser vi at
o(x,y, 2) = 2%y + 3zyz + v°2
er en mulig potensialfunksjon.

Kurveintegralet av tangentialkomponenten av F langs en vilkarlig kurve C med endepunk-
tene pg = (0,1, —1) og p1 = (2,1, 1) blir dermed

/C Fedr=o(p1) — ¢(po) =11 —(-1) = 12.
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