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Alle oppgavenummer referer til 8. utgave av Adams & Essex’ Calculus: A Complete
Course.

13.1.4: De kritiske punktene finner vi hvor de partiellderiverte er 0. For funksjonen f(z,y) =
z* 4+ y* — 4zy har vi

fo(m,y) =42 — 4y, fy(z,y) = 4y° — 4a.

Disse er 0 nar = 3° og y? —y = 0, altsd er ma vi ha y = —1, 0, eller 1; og da altsa
x = y. Dermed har vi funnet at de kritiske punktene til f er (—1,—1), (0,0), og (1,1). For
4 klassifisere dem, ser vi pa de andrederiverte
fxl‘(‘r)y) = 12$2a fxy(x7y) =—4

fyy(z,y) = 12y27

Vi ser deretter pa
32 - AC = fgj2y - fx:r:fyy

evaluert i de forskjellige kritiske punktene. For (—1,—1) og (1,1) har vi

B2 - AC=16—-144<0, A>0,
som gir lokale minima. For (0,0) har vi
B*— AC =16 -0 >0,
som gir en sadel.

13.1.22: Vi har f(z,y) =z + 8y + xiy, og finner

De kritiske punktene (z,y) lgser altsa
yrt =1 8zy? = 1.

Dette gir det kritiske punktet (2,1/4). Vi finner at f(2,1/4) = 6. Det ma veere et minimum
siden f er positiv i forste kvadrant, og f(z,y) gar mot co nar (z,y) nermer seg z- eller
y-aksen (p.g.a. 1/zy-leddet), eller hvis (x,y) gar mot uendelig i hvilken som helst retning
(grunnet de linezere leddene). (Mer formelt: for sma nok € > 0 og store nok R > 0, vil
f(z,y) > 100 for alle punkter (x,y) som ligger pa sidekantene av rektangelet med hjgrner
(e,¢), (R,¢), (¢,R) og (R, R). Siden unionen av rektangelet og dets indre er en lukket
og begrenset mengde, vil funksjonen f (som er kontinuerlig) ha et minimum pa denne
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mengden (Teorem 2 s. 746 1 Adams 8. utg.) Da vi har funnet et indre punkt med lavere
verdi enn randpunktene, ma minimum forekomme i et kritisk punkt (Teorem 1 s. 746).
Siden det kun er ett kritisk punkt i fgrste kvadrant, méa dette veere minimum. Merk ogsa at
andrederiverttesten kun kan vise at punktet er et lokalt minimum.)

13.1.26: Vi vil maksimere f(a,b,c) = ab’c® for positive a, b og ¢ under betingelsen
a+ b+ c=30. Ved & skrive a = 30 — b — c og sette inn i f, skal vi maksimere

f(b,¢) = 30b%c® — b3 — bct.
Vi lgser ligningene
fo(byc) = 60bc® — 3b°c® — 2bc* =0, fu(b,c) = 90b%c* — 3b%c? — 4b*c® = 0.
Siden bade b og ¢ er positive, kan de deles med, som forenkler ligningene til

fe(b,c) = 0 <= 90b%c% — 3b3c? — 4b*c® =0
<—90—-3b—4c=0

0og

fo(b,c) = 0 <= 60bc® — 3b%c3 — 2bc* =0
<= 60 —3b—2c=0.

Ved & lgse det resulterende linesere ligningssystemet, far vi lgsningen b = 10 og ¢ = 15, som
gir a = 5. Det kritiske punktet svarer til et maksimum. For & se dette, merk forst at vi
maksimerer f over mengden!

a,b,c>0 a+b+c=30,

som er en lukket og begrenset mengde. Siden f er kontinuerlig, vet vi at et maksimum
eksisterer. Et slikt maksimumspunkt forekommer enten i kritiske punkt, singuleere punkt
eller i randpunkt. Siden f er 0 langs randen og er deriverbar i alle indre punkt, ma maksimum
forekomme i et kritisk punkt. Siden vi kun fant ett kritisk punkt, ma dette punktet vaere
maksimumspunktet.

13.2.2: Funksjonen f er kontinuerlig og rektangelet lukket og begrenset, s& vi har absolutte
maksimum og minimum. Funksjonen gitt ved f(x,y) = zy —2x = x(y —2) har ingen kritiske
punkter i det indre av domenet D = {(z,y) € R?: =1 <2 < 1,0 < y < 1}, sa vi finner
maksimale og minimale verdier pa randa. Ved inspeksjon, for eksempel ved & parametrisere
hver av de fire linjestykkene som utgjgr randa til rektangelet, kan en overbevise seg om at
det er pa hjgrnene ekstremalverdiene finnes. Sa da har vi redusert oppgavene til & evaluere
funksjonen i fire punkter og sammenligne disse:

f(=1,00=2, f(-1,1)=1, f(1,00=-2, f(1,1)=-1.

Vi konkluderer at minimal verdi er —2 og maksimal verdi er 2.

'T fglge oppgaven skal vi kun se pa punkter a,b, ¢ > 0, men det skader ikke & ta med punkter der en av
a, bog cer 0, siden f er 0 i disse punktene.
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13.2.6: Funksjonen er kontinuerlig og domenet lukket og begrenset, sa vi har absolutte
maksimum og minimum. Vi finner de fgrste partiellderiverte av funksjonen ved hjelp av
produktregelen:

fe(r,y) =y(1 -z —y) — 2y = y(1 — 27 — y),
fy(,y)=2(1 -2 —y) —zy =2(1 —x - 2y).

Kritiske punkter er punkter hvor begge disse er lik 0, sa vi ma finne alle punkter (z,y) slik
at dette stemmer. Ved a sette de partiellderiverte lik 0 og manipulere ligningene, kommer
vi frem til hvis y = 0 ma x veere 0 eller 1, og vice versa, alle pa randen av domenet. Hvis
y # 0 ma vi ha

1-2z—y=0 og 1—2z—-2y=0,

som gir r = % = y. Funksjonen evaluert i dette punktet er

11 1

f(§7 5) 2777
mens den pa randa av omradet er 0, altsa er randa minimum, og (%, %) maksimum pa det
oppgitte domenet.

13.2.12: Vi kaller funksjonen var f(z,y,z) = xz + yz, og begynner med & finne de
partiellderiverte

f$($7yvz>:'zv fy(l',y,Z):Z, f2($7yaz):x+y'

Dermed er alle de indre kritiske punktene til funksjonen i zy—planet langs linjen z = —y,
hvor funksjonen er identisk lik 0. Pa sfeeren 22 4+ y? 4+ 22 = 1 kan vi skrive funksjonen som

f(@,y,2) = (x+y)z = £z +y)V1—22 —y* = g(z,9),

hvor 22 + 42 < 1. Vi observerer at funksjonen er 0 pa randa 22 + 32 = 1, og at den har bade
positive og negative verdier pa omradets indre, altsd kan vi redusere til & se pa omradet
22 +y? < 1. Her kan vi finne de kritiske punktene til g:

(x + y)(~22)
Wiraer

1—a2? -y —ay — ¢

/1_$2_y2

1—2? —y® —xy — ¢

z,y) ==+

2x2+y2+:ﬂy:1:x2+2y2+xy,

altsa nar 22 =y%. Hvisz = —yer g =0, 84 f = 0. Hvis 2 = y, har vi 222 + 22 + 22 =1, s3
z? = %, og dermed er z = :I:%. Fra dette konkluderer vi med at g, med de to valgene av
fortegn, har i alt fire kritiske punkter, siden de forskjellige valgene av fortegn gir forskjellige

z—koordinater. Disse punktene gir verdiene :I:%. Vi har dermed sett pa alle punktene

gx(:r,y)=i< 1—a?—y2+

==+

Disse er 0 nar

hvor f kan ha ekstremalverdier, nemlig randa til kula og de kritiske punktene, og kommet

frem til at vi har maksimum -, i punktene =+ (1 L L), 0og minimum —%, i punktene

V2’ 259> V2
+ (%, %, —%) Merk at alle disse fire punktene ligger pa randa.
13.3.2
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a)

b)

Avstanden fra (3,0) til (z,y) er gitt ved
d(z,y) = V(x = 3)* + 2

for punkter pa parabelen kan vi sette inn y = 2, slik at funksjonen vi gnsker &
minimere er
g(z) = d(z,2%) = /(x = 3)? + 21,

For & lette regningen, observerer vi at kvadratrotfunksjonen er monotont gkende, sa
vi kan like gjerne minimere

Vi setter den deriverte lik 0:
g (x) =2x — 6+ 42 =2(x — 1)(222 + 22 + 3) = 0,

her har vi observert at x = 1 ma veere en rot, og utfort polynomdivisjon. Ved a se pa
diskriminanten til andre faktor, ser vi at denne ikke har noen reelle rgtter. Dermed er
punktet (1,1) minimerende, og

d(1,1) = /(1 -3)2+12 =6
er den minste avstanden fra parabelen y = 2 til punktet (3,0).
Vi gnsker & minimere funksjonen (som over)
d(z,y) = (z — 3)* + 47,
gitt bibetingelsen y — 22 = 0. Dette gir Lagrange-funksjonen
L(z,y,A) = (x = 3)" +y° + Ay — 2?),
med deriverte

L, =2z —6—2x),
Ly =2y+ A,
Ly=y—a2>

Dette gir A = —2y og x = 3/(1 — \), slik at

2
0=-2- ().
2 1-A

Denne likninga har reell lgsning A = —2, som gir x = y = 1 og, som over, at den
minimale distansen er d = /6.

13.3.4: Vi skal finne ekstremalverdiene til funksjonen gitt ved

f(ﬂ?,y,Z):fE+y—Z

pa sfaeren 22 + % + 22 — 1 = 0, og velger & gjore dette ved Lagranges multiplikatormetode,
med funksjonen

L(z,y,2) =x+y—z+ A2’ +y> +2° = 1).
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Denne har fgrste partiellderiverte

L,=1+42xA
L, =1+2yA
L,=-1+4+2z\

Ly=2* +y* 4+ 22— 1,

vi ser umiddelbart at x = y, og fra de to fgrste likningene finner vi 1 4+ 2zA = 0, som
kombinert med tredje likning gir:
0=2x 4+ 2z.

Dette gir x = y = —z, og vi bruker siste likning for & finne hvilke punkter dette tilsvarer:
32% = 1,

sa vi har ekstremalverdier pa de to punktene

_ <1 L _1> _ <_1 _ 1)
p_ \/37 \/37 3 Og q - \/g? 37 3 .
Innsatt i f gir dette
flp)=V3 og flg)=-V3

som er henholdsvis maksimal og minimal verdi.

13.3.12: Vi gnsker & maksimere Y 1, z; gitt at > i, 7 = 1. Vi skriver x = (z1,...,7y).
Merk at » ", x? = 1 beskriver en lukket og begrenset mengde i R", og at funksjonen

f(X):in

er kontinuerlig. Det finnes altsa et slikt maksimum, og vi kan finne det ved hjelp av
Lagrangemultiplikatormetoden fordi

\Y (ix? - 1) = 2x,
i=1

som aldri er null pa n-sfeeren (hvorfor?). Lagrangefunksjonen blir

L(x,\) = Za:z + A (Zaz? - 1) ,
i=1 i=1
som leder til

Op,L=14+2\z; =0 i=1,...,n,

n
OL=> af—1=0.
=1

Merk at vi ngdvendigvis mé ha A # 0, for ellers kan ikke de n fgrste likningene veere oppfylt.
Vi far derfor z; = —1/(2X) for i = 1,...,n, som innsatt i den siste likningen gir

n

e =0
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eller A = —y/n/2 (A = y/n/2 vil gi minimum), og derfor z; = 1/y/n for i = 1,...,n

Maksimum blir derfor

sz—n — =+/n.

Review Exercise 13.12: Pa grunn av symmetri vil ellipsoiden inneholde boksen sa lenge

den inneholder punktet (1,2,3), altsa nar
1 4 9
Stmtast

Siden vi er ute etter & minimere Volumet kan vi like godt sette likhetstegn her; dersom
punktet ikke ligger pa overflaten av ellipsoiden vil vi alltid kunne gjgre ellipsoiden litt
mindre og fortsatt ha punktet innenfor.

Hvorfor vil det finnes et minimum? Merk at likningen som a, b, ¢ ma oppfylle impliserer
at a > 1, b > 2 og ¢ > 3. Spesielt betyr dette at volumet til ellipsoiden gar mot uendelig
nar |(a,b, c)| — oo. Pa tilsvarende mate som i 13.3.3 b) kan vi derfor konkludere at det mé
finnes et globalt minimum. Siden

1 4 9 1 4 9
kan vi finne dette minimumet med Lagrangemultiplikatormetoden.

Vi far Lagrangefunksjonen

47 1 4
L(a,b,c,\) = gbc—i-)\( b2—|—92—1),

og derfor likningene

8QL:?bc—)\ 7 =0
4 8
abL: ?ac_)\ﬁ =0
4 18
o.L = ?ab—)\c—3 =0
1 4 9
Om vi multipliserer de tre forste likningene med a, b og ¢ far vi
47 2A 4 8A 47 18X
?abc—?:(), ?abc—ﬁzo, ?aC_CTZO,
som impliserer at
2N 8\ 18\
a2

Siden vi ngdvendigvis ma ha A\ # 0 (fordi a, b, c > 0), betyr dette at
1 4 9 1
—2 = ? = 0—2 = g’

der den siste likheten kommer fra innsetting i likningen for 0y L.

Den minste ellipsoiden som inneholder boksen svarer fplgelig til a = /3, b = 2v/3 og
¢ = 3v/3, med volum

?\EQJ’mf_mf&
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