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Lgsningsforslag — OQving 4

Alle oppgavenummer referer til 8. utgave av Adams & Essex’ Calculus: A Complete

Course.
12.5.2: Vi gnsker & partiellderivere f(x,y, z) med hensyn pa ¢, nar z = g(s), y = h(s,t),
og z = k(t). Generelt har vi fra kjerneregelen
05 _070s 050y , 0102
ot  Ox ot oyot 0z0t
I dette tilfellet er % =0, % = %, og %ﬁ = k. Vi setter inn dette, og oppnar
o5 _ofoh , ,0f
ot 0Oy ot 0z’
12.5.4: Vi lar
w=f(z,y) x=g(rs) y=h(rt) r=Ek(st) s=mt).
Da blir
dw _0f (9g (9kom Ok dgom\  Of (Ohom Ok
dt  9x \Or \ds 0t Ot 0s Ot oy \0s ot Ot )~
12.6.4: Vi finner forst lineariseringen i punktet (2,2). Vi har at
2x +y
fx r,y)= —24
e
2+
fu(x,y) = —24 .
ey (a2 + ay + 1)
Lineariseringen er derfor
L(z,y) = f(2,2) + f(2,2)(z — 2) + f,(2,2)(y — 2)
=2-(z-2)-(y—2),
og vi far approksimasjonen
f(2,1;1,8) ~ L(2,2) =2-0,1+0,2
—21.
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12.6.14: Vi har oppgitt lengdene a og b til to sider og vinkelen v mellom disse, og gnsker
& finne arealet av den resulterende trekanten, se Figur 1. En formel for dette er

1
A= iab sin 7,
som med vare mal gir, i kvadratmeter,
1 647
A=-224-158sin— ~ 1 .
> 58 sin 130 5905

For & finne prosentvis maksimal feil gitt maleungyaktighetene, kan vi bruke linearisering av

Figur 1: Trekant med to kjente sider og én vinkel

funksjonen i malepunktet, og se pa forskjellen. Linearisering neer (a,b,~y) av arealfunksjonen
over er gitt ved

0A(z,y, «
Lene) = Al + EES|
a,b,y
% lab) O (ap)

Med den aktuelle funksjonen far vi

1
L(z,y,a) = 3 (absiny + b(x — a)siny + a(y — b) siny + ab(aw — ) cos ) .
Vi ser av funksjonen at den, i det omradet vi er interesserte i, gker (og synker) med gkende
(og synkende) z, y, og «, sa det er tilstrekkelig & se pa nar alle disse tre er enten maksimale
eller minimale for & finne prosentvis maksimal feil. For alle tre minimale far vi
627

L ( 223,6;157,6; —— | ~ 15557
< sy ) a180>

som gir prosentvis feil

15557 — 15905

~ —22
15905 2%

For alle tre maksimale far vi

66T
L(2244;158,4; — | ~ 162
< ,4; 158, ’180) 6236
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som gir prosentvis feil

16236 — 15905

=29
15905 %
Dermed er maksimal prosentvis feil omtrent 2,9%.
12.6.18:
Vi bruker definisjonen av Jacobi—matrisen, og far
Oz 9z Oz - : :
oR 06 00 singcosf Rcos¢cosfd —Rsingsind
Df(R,¢,0) = % % % = |sin¢sinf Rcos¢sind Rsin¢cosb
(% g—; % cos ¢ —Rsin ¢ 0

12.7.4: Vi har funksjonen gitt ved f(x,y) = e*¥ og punktet (2,0).

a)

b)

Gradienten til en funksjon i to variable er gitt ved

of o
Vi = (g5 )

i dette tilfellet
Vi(z,y) = (e, ze™).
Evaluert i (2,0) far vi dermed

V(2,0) = (0,2).

Tangentplanet til grafen z = f(x,y) til funksjonen i et gitt punkt star normalt pa
gradientvektoren i dette punktet, slik at det vil veere gitt av likningen

= f(270)+vf(270) ' ($_27y_0)7
som, ved a gange ut prikkproduktet, gir

z—2y—1=0.

For & finne likningen for den rette linjen som tangerer nivakurven! finner vi forst en
likning for nivakurven som gar gjennom punktet vart. Denne er gitt ved

e = f(z,y) = f(2,0) =1,

eller
ry =0,
som altsi er unionen av koordinataksene, og har tangentlinje gjennom (2,0) gitt ved

likningen

y = 0.

!Se nederst pa side 724 i boka, for en forklaring av forskjellen mellom det vi finner i b) og c).
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12.7.14: Vi har f(z,y) = In|r|, hvor r = (z,y), og skal finne gradienten til denne. Vi kan
skrive om funksjonen for & gjgre det enklere forst:

1
f(z,y) =In|r| = iln(x2+y2).

Dermed far vi

of 0
Vf(x,y) = (ai; 5;)

_ z Yy
- $2+y27$2+y2

(z,y)
x2 + 12
T
||’

ved bruk av kjerneregelen.

12.8.4: Definér funksjonen f ved f(z,y,2) = e¥* —2?zIn(y)—m for v € R,y € (0,00), 2 € R.
Da svarer likningen til f(z,y,2) = 0. Anta at (xo, yo, 20) tilfredstiller likningen. Da sier det
implisitte funksjonsteorem at det finnes en lgsning y(x, z) i en omegn av punktet, sa lenge

2
8yf(iEano,zo) =20 (eyozo . 950) £0,
Yo

som er ekvivalent med at
20#0 og o™ # .
For en slik lgsning y(z, z) av likningen kan vi derivere likningen

f(ac,y(a:,z),z) =0

med hensyn pa z og fa
z 2 2 1
(0,yz +y)e?” —z*In(y) — 2°2-0.y = 0,
Y

eller ) )
2y In(y) — y~e¥?
oy ==Y (y) —ye”

yzevs — a2z

12.8.14: Definér funksjonene f og g ved f(z,y,r,8) = = — 12 — 25 og g(x,y,7,5) =
y + 2r — s2. Da svarer likningene til f(z,y,7,5) = 0 og g(z,y,r,s) = 0. Vi trenger ni
jacobideterminanten

of,9) _|fr fs

r,s) |9r s
_|=2r =2
12 —2s
=4(1+rs).
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Det implisitte funksjonsteorem sier na at det vil finnes en lgsning r(z,y), s(z,y) i en omegn
av (xo, Yo, 0, S0), der g = 7“(2) + 2sp og yg = s% — 21, sa lenge denne determinanten ikke er

null, altsa nar rgsg # —1. Ved & ta gradienten av de to likningene finner vi

2rvVr 4 2Vs = (1,0), (1)
2sVs —2Vr = (0,1), (2)

som er ekvivalent med

(1) +7-(2)
Dermed har vi ( 0
8 [R—
v )
" 2(1+rs)’
eller, skrevet ut,
s
%l = S0 sy’
1
Oyr = ————
T (1 rs)

2rsVr 4 2Vr = (s,—1),
2Vs + 2rsVs = (1,71).

(1,7)

2(1+rs)’
1
25 = 50 sy’
T
Oys = 0 trs)

Alternativt kan man regne med differensialer. De to likningene gir

2rdr +2ds = dz,
—2dr + 2sds = dy.

Dette er et lineeert likningssystem for dr og ds, som kan lgses (entydig) pa samme méte som
vilgste (1) og (2). Merk at determinanten til systemet er jacobideterminanten 9(f, g)/9(r, s).
Vi ender opp med

s 1
dr= ——doe — ——d
" 2(1+rs) v 2(1+rs) v
1 r
ds=—— det—" 4
T 0 T o)

som gir de samme deriverte som vi fant over.

Review exercise 12.4: Vi har funksjonen f definert ved delt forskrift:

B %, hvis (z,y) # (0,0)
f(x,y) - {0’ Y hvis (;I;’y) = (0,0) '

Vi undersgker om de forste partiellderiverte eksisterer i (0,0) ved & bruke grenseverdidefini-
sjonen av de partiellderiverte i (0,0) direkte.

Vi begynner med den partiellderiverte med hensyn pa fgrste argument

f1(0,0) = lim Y
h3
7205 — 0
=i =t
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Tilsvarende, for andre argument,

f(0,0+h) — £(0,0)

0.0)=1
12(0,0) hlg%) h
0
— Jim 272 0 0
h—0 h

Grensene eksisterer, dermed har vi funnet f1(0,0) og f2(0,0).

For & kunne vurdere om de hgyereordens partiellderiverte eksisterer i (0,0), mé vi finne de
forsteordens partiellderiverte i et vilkarlig punkt (z,y) # (0,0).

For a gjgre dette bruker vi kvotientregelen.

32 (x2 + y2) 232z 4 3z2y?

fi(z,y) = (@ + y2)2 = (2 + y2)2
2y
fa(z,y) = *ma

hvor vi i (0,0) har grenseverdiene beregnet over.

Igjen méa vi bruke grenseverdidefinisjonen for & vurdere om f21(0,0) og f12(0,0) eksisterer.

f2(04+ h,0) — f2(0,0)

£21(0,0) = lim

h—0 h
0
——— —0
2
:hm%:@
h—0 h
og
0,0+ h) — 0,0
£12(0.0) — 1 D100+ P) = 10,0
—0 h
5 -1
:1'
hlg%) h
— lim —
noo

som ikke eksisterer.
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