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12.5.2: Vi gnsker & partiellderivere f(x,y, z) med hensyn pa ¢, nar z = g(s), y = h(s,t),
og z = k(t). Generelt har vi fra kjerneregelen

of _9fox  0fdy  9f0
ot  dx ot 0Oyot 0z0t

I dette tilfellet er % =0, % = %, og % = k’. Vi setter inn dette, og oppnar

of

o _ofon o8
0z

or _9J /
ot “oyor N

12.5.4: Vi lar

w = f(x,y) x=g(r,s) y = h(r,t) r=k(s,t) s =mf(t).

Da blir
dw_ 0 (0g (Okdm 0K\ dgdmY  Of (9h (Okdm 0K  on
dt — O0x \Or \0s dt = 0Ot Os dt Oy \Oor \0s dt 0Ot ot )’

12.6.4: Vi finner forst lineariseringen i punktet (2,2). Vi har at

2¢ +y

f (‘/1:73/) =—24

: (22 + 2y +y2)°
2

fy(z,y) = —24 yre

(22 +ay +42)°

Lineariseringen er derfor

L(z,y) = f(2,2) + f2(2,2)(x = 2) + f,(2,2)(y — 2)
=2-(2-2)-(y-2),

og vi far approksimasjonen
f(2,1;1,8) ~ L(2,2) =2-0,140,2
=2,1.

12.6.18:
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Vi bruker definisjonen av Jacobi—matrisen, og far

dr Odx Oz

9R 06 00 sin¢cosf Rcos¢pcos —Rsingsinb
Df(R,¢,0) = g—% % % = |sin¢gsinf Rcos¢sind Rsin¢cosb
g—é g—; % cos ¢ —Rsin ¢ 0

12.7.4: Vi har funksjonen gitt ved f(x,y) = e*¥ og punktet (2,0).

a)

b)

Gradienten til en funksjon i to variable er gitt ved

of o
Vi = (55 )

i dette tilfellet
Vi(z,y) = (e, ze™).
Evaluert i (2,0) far vi dermed

V/(2,0) = (0,2).

Tangentplanet til grafen z = f(x,y) til funksjonen i et gitt punkt star normalt pa
gradientvektoren i dette punktet, slik at det vil veere gitt av likningen

z = f(270)+vf(270) ' ($—2,y—0)7
som, ved a gange ut prikkproduktet, gir

z—2y—1=0.

For & finne likningen for den rette linjen som tangerer nivakurven! finner vi forst en
likning for nivakurven som gar gjennom punktet vart. Denne er gitt ved

e = f(z,y) = f(2,0) =1,

eller
zy =0,
som altsi er unionen av koordinataksene, og har tangentlinje gjennom (2,0) gitt ved

likningen

y=0.

12.7.14: Vi har f(z,y) = In|r|, hvor r = (z,y), og skal finne gradienten til denne. Vi kan
skrive om funksjonen for & gjgre det enklere farst:

1
f(x,y):1n|r]:§1n(:c2+y2).

!Se nederst pa side 724 i boka, for en forklaring av forskjellen mellom det vi finner i b) og c).
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Dermed far vi

ved bruk av kjerneregelen.

12.8.4: Definér funksjonen f ved f(z,y,2) = e¥* —2?zIn(y)—m for € R,y € (0,00),z € R.
Da svarer likningen til f(z,y,2) = 0. Anta at (xo, yo, 20) tilfredstiller likningen. Da sier det
implisitte funksjonsteorem at det finnes en lgsning y(z, z) i en omegn av punktet, sa lenge

2
Oy f (0, Yo, 20) = 20 <€y°x0 - x0> # 0,
Yo

som er ekvivalent med at
0#0 og yoel™ # af.

For en slik lgsning y(z, z) av likningen kan vi derivere likningen

f(x,y(a:,z),z) =0

med hensyn pa z og fa
z 2 2 1
(0,yz +y)e?” —z*In(y) — 2°2-0.y = 0,
Y

eller
2y In(y) — y’ev*

azy =

yzevr — x2z

12.8.14: Definér funksjonene f og g ved f(z,y,r,8) = x —r? — 2s og g(x,y,7,5) =
y + 2r — s2. Da svarer likningene til f(z,y,7,5) = 0 og g(z,y,r,s) = 0. Vi trenger na
jacobideterminanten

of.g9) _|fr fs

8(7’, 8) 9r s
_|=2r =2
12 —2s
=4(1 +rs).

Det implisitte funksjonsteorem sier néa at det vil finnes en lgsning r(z,y), s(z,y) i en omegn
av (xo, Yo, ro, S0), der g = 7"(2) + 250 og Yo = s% — 2r, sa lenge denne determinanten ikke er
null, altsa nar rgsg # —1. Ved & ta gradienten av de to likningene finner vi

2rVr +2Vs = (1,0), (1)
2sVs —2Vr = (0,1), (2)
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som er ekvivalent med

s+ (1) —(2)

(1) +7-(2)
Dermed har vi ( 0

s, —
V= 51t rs)
eller, skrevet ut,
s
Opr = 5,
" 2(1+rs)
1
TR

2rsVr +2Vr = (s, —1),
2Vs +2rsVs = (1,r).

(1,7)

2(1+7rs)’
1
T By
r
KT

Alternativt kan man regne med differensialer. De to likningene gir

2rdr +2ds = dz,
—2dr + 2sds = dy.

Dette er et linesert likningssystem for dr og ds, som kan lgses (entydig) pa samme méate som
vilgste (1) og (2). Merk at determinanten til systemet er jacobideterminanten 9( f, g)/d(r, s).

Vi ender opp med

S
d'l"—mdl‘
1
ds =

Ly
2(1+rs) 0T

1
2(1+rs)
r
2(1+7s)

dy,

dy,

som gir de samme deriverte som vi fant over.

Review exercise 12.4: Vi har funksjonen f definert ved delt forskrift:

_ %7 hvis (z,y) # (0,0)
f(x;y) {0’ Y hvis (g;7y) = (0,0) .

Vi undersgker om de forste partiellderiverte eksisterer i (0,0) ved & bruke grenseverdidefini-
sjonen av de partiellderiverte i (0, 0) direkte.

Vi begynner med den partiellderiverte med hensyn pa fgrste argument

£1(0,0) = lim f(0+h, 0})L — £(0,0)

Tilsvarende, for andre argument,

f(0,0+ h) — £(0,0)

£2(0,0) = lim

h—0 h
0
—— —0
— lim &2 7 0.
h—0 h
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Grensene eksisterer, dermed har vi funnet f(0,0) og f2(0,0).

For & kunne vurdere om de hgyereordens partiellderiverte eksisterer i (0,0), ma vi finne de
forsteordens partiellderiverte i et vilkarlig punkt (z,y) # (0,0).

For a gjgre dette bruker vi kvotientregelen.

fi(ey) = 322 (22 +y?) — 2% - 22 _ zt + 322y?

’ (22 + y2)° (22 + y2)°
2y

(@2 +y2)*

fQ(xay) = -

hvor vi i (0,0) har grenseverdiene beregnet over.

Igjen mé vi bruke grenseverdidefinisjonen for & vurdere om f2;(0,0) og f12(0,0) eksisterer.

fQ(O + h,O) B fQ(O’O)

f21(0,0) = ,1113})

h
0
09
2
= lim U0 g
h—0 h
og
f1(0,04 h) — £1(0,0)
=1
le(O’O) h—0 h
o 1
= 1
hlg%) h
= lim —
hlg%) h'’

som ikke eksisterer.
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