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Alle oppgavenummer referer til 8. utgave av Adams & Essex’ Calculus: A Complete
Course.

12.1.12: Grafen til f(z,y) = sin(z) for z € [0,27] og y € [0,1] er gitt i Figur 1.

Figur 1: Grafen i oppgave 12.1.12.

hei 12.1.40: Funksjonen f tar bare ikke-negative verdier. Vi gnsker derfor a se pa nivaflaten
som svarer til f(z,y, z) = ¢, der ¢ > 0. Likningen
2?4y,
22

kan skrives om til

eller
r = c|z|

i sylinderkoordinater. Nivaflatene er derfor sirkuleere kjegler (uten origo, som ikke er i
domenet til f) med akse langs z-aksen. Konstanten ¢ bestemmer vinkelen o mellom kjeglen
og z-aksen. Neermere bestemt er denne gitt ved

a = arctan(c).

Spesialtilfellet ¢ = 0 svarer til en rett linje.
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Figur 2: Nivaflaten som svarer til ¢ = 1.

12.2.6: Merk at dersom vi fikserer enten = 0 eller y = 1 ser vi at eneste mulige kandidat
for grensen er 0. Derfor prgver vi & vise at grensen er nettopp dette.

Observer at hvis a og b er to tall har man alltid at
1
ab < §(a2 +b?),

som fglger av at (a — b)? > 0. Ved & velge a = x og b=y — 1 har vi dermed at
2?(y — 1)°
T+ (y—1)?
1(a?+(y—1)%)?

4 22+ (y—1)2

= @+ -1,

som klart gar mot 0 nar (x,y) — (0,1).

(Alternativt kan man for eksempel bruke at 22 < 22 + (y — 1)?, men denne teknikken er
verdt & kjenne til).

12.2.9: Det aner oss at grensen ikke eksisterer. Vi prgver derfor a se pa hva uttrykket gar
mot langs ulike linjer pa formen y = ax gjennom origo. Vi har
sin(z(az))  a sin(az?)
22+ (ax)?  1+a? az?

I

og dermed
lim = -—r
(z,y)—(0,0) 1+ a2
y=ax

der vi har brukt den velkjente grensen lim,_,osin(z)/x = 1. Siden uttrykket gar mot
forskjellige verdier (hele intervallet [—1/2,1/2]) avhengig av hvilken linje vi velger eksisterer
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ikke grensen. Merk: Om vi gnsker G vise at en grense eksisterer er det ikke nok d sjekke at
grensene langs hver linje eksisterer og er like!

12.3.5: Vi gnsker & finne de forste ordens deriverte til funksjonen f definert ved f(z,y) =
arctan(y/x). Forst finner vi den deriverte med hensyn pa z, ved & betrakte y som en
konstant. Vi bruker kjerneregelen:

1 Yy
a;tf x,Y) = : (_7)
R RETIERN
_ Y
x2 + y?
Spesielt er
axf(_la 1) = -3
P4 tilsvarende méate finner vi
1 1
o=t (1)
' 1+ ()7 A
B T
- 1’2 + yQ’
og
1
Oy f(—1,1) = —5

12.3.14 Vi finner forst de partiellderiverte:

l-(z+y) —(z—y)-1

_ 2y
(x +y)?
2z
ayf(%y) = —m-

Fra dette finner vi f;(1,1) = 1/2 og f,(1,2) = —1/2. Merk ogsa at f(1,
planet inneholder dermed punktet (1,1,0) og har normalvektor (1,—1,—2
a fa heltall). Derfor blir

) = 0. Tangent-

1
) (skalert opp for

((337@/7 Z) - (1> 170)) ’ (13 _L _2) =0
r—y—2z=0
likningen til tangentplanet i punktet (1,2).

Normallinjen gar gjennom (1, 1,0), og har retningsvektor lik normalvektoren til tangentpla-
net. Den kan derfor parametriseres som

(9573/az) = (17170)+t(17_1>_2)7 tGR,
eller beskrives ved hjelp av likningene

x—lzl—y:—g.
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12.4.6: Vi regner fgrst ut den forstederiverte til f med hensyn pa x, og finner

y cos(zy)
0 YY) = ———————,
2 f(,9) 1 + sin(xy)
som vi s& bruker for & regne ut

O f(x,y) = —y?*sin(zy)(1 + sin(zy)) 2— y? cos(zy)?
1

(1 + sin(zy))

—y*(sin(zy) + sin(zy)® + cos(zy)?)
(1 + sin(xy))?

_ Y

" 1+sin(zy)’
cos(xy) — zysin(zy)) (1 + sin(zy)) — zy cos(zy)?
ey — (09(a) ~ aysinay))(1 -+ sinzy) (9)
(1 + sin(zy))
_ (cos(zy) — xy)(1 + sin(xy))
N (1 4 sin(zy))?
B cos(zy) — xy
1 +sin(zy)
Vi kan na spare oss selv arbeid ved & observere at x og y spiller samme rolle i f. Vi kan

derfor finne de deriverte med hensyn pa y ved & bytte om pa x og y over. I tillegg vet vi at
fzy = fya fra Teorem 1 pa side 691 i boken. Dermed har vi

B :ECOS(-Ty)
%l @) = T gy
22
Dt (@:9) = — Tz
_ cos(zy) — xy
axyf(x’:w o m

12.4.17: Me skal visa at funksjonen
u(z,t) = 12—/ 4
oppfyller den partielle differensiallikninga

ou 0%u
ot 0x%’
kjent som den eindimensjonale varmelikninga/diffusjonslikninga. Her kan wu(z,t) til dgmes

representera temperaturen i eit punkt x ved tida ¢. Me ser berre pa t > 0 ettersom u(z,t)
ikkje er definert for ¢t < 0.

Me startar med & partiellderivera med omsyn pa t:

Ou (0 1y —a?yat | 172 (9 —a?/m
ot <8tt )6 i at°
P

= _(1/2)t73/267x2/4t 4L 2t A <8t - 332/475)

_ _(1/2)t—3/2€—x2/4t + t—1/2€—x2/4t($2/4t2)
_ _(1/2)t—3/26—x2/4t + (1/4)x2t—5/2€—:c2/4t_
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Deretter finn me den partiellderiverte med omsyn pa z:

@_ -1/2 2 —x2 /4t
Oz =1 (8356

Ve <,O? - x2/4t>

X
= —(1/2)at 322" /4,

Fra dette uttrykket finn me

62'& . —3/2 0 —x2 /4t 0 —x? /4t
— 7(1/2)15—3/2 (6—12/41& _ (1/2)x2t—16—m2/4t)
— _(1/2)t73/26712/4t + (1/4)1,1/,27575/267:1:2/41‘,7

der me i parantesen i fgrste linje har satt inn for den deriverte av eksponensialuttrykket

som me fann ovanfor. Av dette ser me at % = %, sa u(z,t) oppfyller varmelikninga.

Ei tolking av lpysinga u for dei interesserte: Merk at u(xz,t) > 0 for alle t > 0 og at
u(z,t) — 0 i alle punkt = nar ¢ — oo. Nar ¢ — 0 har ein 0g at u(z,t) — 0, utanom i x = 0
der u(0,t) — 0o. Dermed kan ein tolka denne lgysinga som at ein startar med «uendeleg hgg
temperatury i punktet x = 0 og temperatur lik 0 i alle andre punkt. Denne temperaturen vil
sa fordela seg jamnt utover i rommet ettersom tida gar, fgr den etter «uendeleg lang tid» vil
ga mot temperaturen omgjevnadene hadde ved ¢ = 0, nemleg 0. Funksjonen (1/v/4m)u(z,t)
vert kalla fundamentallpysinga til varmelikninga, eller den sakalla «varmekjernen» (heat
kernel), og kan brukast til & finna lgysinga av varmelikninga nar u(x,0) = g(x) der g er ein
gitt funksjon for starttemperaturen.

10.5.4: Ved a fullfgra kvadrata ser ein at likninga

24yt 4922 40— 8y =8
kan skrivast som

(2 +dx+4) —4+4(* -2y +1-1) + 9% =38,
som igjen er det same som
(x+2)24+4(y—1)2+922 = 16.
Me deler pa 16 for & normalisera hggresida til 1, og endar opp med
2 2
() () (as) =

som er standardlikninga til ein ellipsoide med sentrum i (—2,1,0) og halvaksar 4, 2 og 4/3.

10.5.5: Her har vi

z:x2+2y2
2
ACRIEN
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slik at dette er en elliptisk paraboloide sentrert i origo. Nar man skal skissere flaten kan det
veere nyttig & observere at skjeeringene med hvert plan z = h (der h > 0) er ellipser med

halvakser pa vh og \/h/2.
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