14.4.7:

14.4.10:

14.4.18:

TMA4105 Matematikk 2

Anbefalte oppgaver - Lgsningsforslag

Uke 9

Vi skal evaluere integralet

I://ydA,
Q

hvor @ er delene av disken x? + y?> < a? som ligger i forste kvadrant. For slike

sirkelsektorlignende omrader lgnner det seg ofte & utfgre et variabelskifte fra kartesiske
til polarkoordinater. I polarkoordinater er omradet @ gitt ved 0 <r <aog0 <60 < T,
arealelementet er dA = rdrdf, og y = rsinf. Vi far dermed

I:/Q/ rsin Or dr df
0 0
% a
= (/ sin0d9> </ 7"2dr)
0 0

Vi skriver integralet i polarkoordinater. @ er omradet der 0 <r <a, 0 <6 < 7/2.

a /2 :
// 22xy : qA :/ / 2(r COS(G))Q(TSID(Q))TdeT
QT t+y o Jo r
a /2
:/ / rsin(260) d6 dr
0 0

[

a?

=5

Vi skriver integralet i polarkoordinater.

dA 2m o 1 00 1
I_//Rz(l—i—x?—l—y%k_/o /O WTdeQ_%r/O mrdr'

Vi gjor substitusjonen u = 1 + 72, du = 2r dr, som gir at

Slike p-integraler er beskrevet pa side 364 i boka. Vi ender opp med

[ =, k>1,
oo, k<1



TMA4105 Matematikk 2

14.4.29: Vi tar vel sikte pa & beregne volumet under funksjonen

2= f(w,y) = eVl —22/a® — 2 /17
(dette er den oppgitte ligningen lgst for z) og sa gange med to. Vi ma altsé beregne

//E f(z,y)dA

2
der E er det indre av ellipsen ZJ—; + Z—Q = 1. Her kan det veere lurt & innfgre en variant

av polarkoordinater, nemlig de elliptiske koordinatene

x = arcosf y = brsind.

Merk at dersom a = b = 1, far vi her de vanlige polarkoordinater; de elliptiske
koordinatene er altsa en generalisering av disse. Vi beregner Jacobi-determinanten

Ow,y) _0wdy oyor _
a(r0)  oroo orog

og beregner integralet

21 1 9
// f(:v,y)dA:abc/ / V1—1r2rdrdd = gabc.
E o Jo

Volumet av ellispoiden blir da 4{abc.

16.3.1: La R veere halv-disken innenfor C. Da sier Greens teorem at

]2 ((sin(2) + 3y%) do + (22 — e dy ) = / /R (a (2 a—xe—f) _ 8(Sin(?y+ 3y2)> dA

://R@_WA
—2//RdA—6//RydA
:waQ—G//RydA,

hvor vi pé siste linje har benyttet at vi kjenner arealet til halv-disken. Siden R =
{(z,y): —a <2 <a,0 <y <+va®— 2%} kan vi beregne det andre integralet ved hjelp
av et iterert integral. Vi far

) a rVa2—z2
?{ ((sin(:):) +3y?)de + (22 — e )dy) = 7a® — 6/ / ydy dz
C —a J0

:71'(12—3/ (a® — 2?) dx

—a

1
= ma’® — 6(a® — §a3)
= 7a? — 4a®.

16.3.4: Vi skal evaluere linjeintegralet
j{ (m2y dz — zy? dy) , (med klokka)
C

det vil si flyten av F(z,y) = 2%yi — 2¢%j rundt C, der C er randa av regionen

D: a:2+y2§9, y > 0.

2
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Green’s Teorem sier at dette er det samme som a evaluere flateintegralet av z-komponenten
til curl’en av F over D, men der vi mé gange med —1 siden C er orientert med klokka.

Altsa er
f(wadx—nydy):—// (VxF)-kdA
C D
0F, 0F;
=— — - —)dA
//D<aw 8y>
:// (z* +y%) d4
D
3 pm
:/ / r? dfr dr
0o Jo

= 81w /4.
16.3.5: For den gitte parametriseringen r(t) = a cos?(t) 4 bsin®(¢), har vi at
x dy = 3abcos’ (t) sin?(t) dt,
—yda = 3absin® cos?(t) dt,
% (rdy —ydz) = %ﬁb cos?(t) sin?(t)(cos?(t) + sin?(t)) dt = %‘b cos?(t) sin®(¢) dt

Alle tre av disse uttrykkene, nér integrert fra 0 til 27, gir arealet omsluttet av kurven.
Da det siste uttrykket er enklest a integrere, velger vi dette.

27r1
A:/ —(xdy —ydz)
0o 2

_ 3ab 2

=5 i
_ 3ab 2

-3 i

3mab

g

16.3.9: La D, vere disken innenfor C)., og la (¢, y¢) veere midtpunktet til D,. Det vi gnsker &
vise er at funksjonen v definert ved

cos?(t) sin®(¢) dt

sin?(2t) dt

v(r) = 1 uds
2rr Jo,
er konstant lik u(xg,yp). Det deles pa 27 fordi dette er lengden til kurven C,., slik at v
gir gjennomsnittsverdien til 4 pa kurven. For & kunne derivere v ma vi skrive integralet
om pa en slik mate at avhengigheten av r blir mer eksplisitt. Siden kurven C, kan
parametriseres som

r(t) = (zo,yo) + r(cos(t),sin(t)), 0<t < 2m,

har vi
1 2
v(r) = / u(xg + rcos(t), yo + rsin(t))|r(t)| dt
2rr Jo
2m
= — u(zg + rcos(t), yo + rsin(t)) dt.
2 0
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Derfor er

2m U U
V'(r) = 1/0 <g$(r(t)) cos(t) + gy(r(t)) sin(t)) dt

1 [ .
=_— Vu(r(t)) - N(r(t)) dt

= 7{ Vu - Nds
2

hvor N er den utoverpekende enhetsnormalvektoren pa C.. I siste linje gikk vi tilbake
til et linjeintegral igjen. Na kan vi bruke divergensteoremet til & konkludere at

/
v'(r) = - / V. -VudA
AudA
27r7’/ ud

siden Au = 0. Dermed er v konstant. Spesielt er
v(r) = lim v(p)
p—0
- U(.’L'(), ?JO),

hvor vi brukt at gjennomsnittsverdien pa kurven vil g mot verdien i (g, y9) nar radien
gar mot null (dette er oppgitt i oppgaven). Dette var det vi skulle vise.

Ekstra for de som er interesserte: Det kan nevnes at vi kan ga den andre veien
ogsé (for kontinuerlige funksjoner). Dersom en funksjon oppfyller denne egenskapen i
alle punkter er den harmonisk. Dette er kanskje mer overraskende. La oss ogsa bevise
pastanden om at grensen av gjennomsnittsverdien blir verdien i midtpunktet. La derfor
e > 0. Vi har (hvorfor kan vi flytte u(xo, yo) inn i integralet?)

2
0(r) ~ utoo )] = |3 [ ute@)at = atzo )

27
= | [ e~ uteo
27
<o [ hule() — utao, o)l dr.
T Jo

Merk na at |r(¢) — (xo,y0)| = r for ¢t € [0,2x]. Siden w er kontinuerlig i (o, yo) kan vi
velge 6 > 0 slik at dersom r < § har vi |u(r(t)) — u(xo,y0)| < € for alle ¢ € [0, 27]. For
slike 7 har vi da

1 27
lo(r) — u(zo, yo)| < o / e dt.

_5’

og vi har derfor at lim, g v(r) = u(xg,yo) siden & var vilkarlig.



