TMA4105 Matematikk 2

Anbefalte oppgaver - Lgsningsforslag

Uke 13

16.1.2: Vi beregner
V- F = 0,(yz) + 0:(y) + 0y(x) = 0.
16.1.4: Divergensen til F(z,y, 2) = yzi + zzj + zyk er gitt ved
V -F(z,y,2) = 0x(yz) + Oy(z2) + 0:(xzy) = 0.
Curlen til feltet er gitt ved
i ok
VxF(z,y,z)=det |0 0y 0, |=(@—-2)i-(y—y)j+(z—2k=0.

yz Tz TY

16.1.6: Vi finner
V-F=0,F + 8yF2 + 0, F3
— 2= 2y g2
0g
i j k
VxF=|0, Oy 0.
xy? —yz? za?
=1i(0 — (—2y2)) — j(2zz — 0) + k(0 — 2zy)
= 2yzi — 2xzj — 2zyk.

16.1.9: Vi uttrykker fgrst F i kartesiske koordinater. Siden r = /22 + y2 og sin(0) = y/r =
y/\/ 22+ y?, far vi
Y

F(z,y,2) = Va2 +y%i+ ———
x2 +y?

Vi far folgelig divergensen

V- F(z,y,2) = O, (\/@*2 n y2> +9, <y> + 9. (0)

Va+y?
e L 24+ y? —y? /22 +y?
VR z? 4y
z z?
- TR
Vat+y? o (@2 +yh)Y

Curlen til feltet er gitt ved
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i i K
V x F(z,y,z) = det Oy Oy 0,
VvVt +y? y/Var+y? 0

= 0i—0j + k

(tp) 2

= - L ——— K
Vi 2 (@223 )

En alternativ fremgangsmaéte er a forst vise at

0,1 = cos(0), 0y sin(f) = —cos(i)smw)’
2
Oyr = sin(), Oysin(f) = COST(Q),

og deretter bruke disse direkte i derivasjonene. For eksempel blir divergensen

V- F(r,0) = 0, (r) + 9, (sin(0)) = cos(0) + 0082(9)’

r

som man kan sjekke stemmer overens med det vi fant i kartesiske koordinater. Curlen
regnes ut tilsvarende.

16.2.2: Dette folger av definisjonen av V, og produktregelen for derivasjon:

0 0 0
%((ZSFl) + @(¢F2) + @(@f)an)

_ 99 ¢ ¢ oF, 0F, OF3
_8xF1+6yF2+82F3+¢<833 * oy * 82’)

V- (¢F) =

=V¢-F+ ¢V F.
16.2.5: Per definisjon er
i j k
VxVé=det|d, 9, 0,
bx Oy P2

= ((z)yx - ¢:L‘y) i— (¢zx - (b:cz).] + (¢ya: - sz’y) k= 07
der siste linje folger av likhet av blandede partiellderiverte.
16.2.6: Det er enklest & starte med venstre side, for sa & prgve & fa ut hgyre side. Vi har

VxF = (ang — ang)l + (azFl — 89[;F3)j + (895F2 — 8yF1)k

2
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og derfor
V x (V x F) =(0,0,F, — 00F — 0F + 0,0.F3)i
+ (0y0.F3 — 02Fy — 02Fy + 0,0, F1)j
+ (0:0.F1 — 92F3 — 02 F3 + 0,0, F»)k
=(0x (0 F1 + Oy Fy + 0. F3) — O2Fy — 0, Fy — 02 F)i
+ (0y(0cFL + Oy Fa + 0.F3) — 02Fy — 02 Fy — 02 F))j
+ (0:(0uFy + 0y Fy + 0. F3) — 03Fs — 02 F3 — 92 F3)k
=(0:(V-F) = AF)i+ (9y(V-F) — AF)j + (0:(V - F) — AF3)k
=V(V -F) — AF.

Merk at vi la til og trakk fra 92F}i, og tilsvarende for de to andre komponentene.

16.2.10: Fra 16.2.10 har vi
AF =V(V-F) -V x (VxF)

=V (0) —V x (0)
som viser at komponentene til F er harmoniske. Siden V x F = 0 finnes det et
(skalar)potensial ¢ slik at F = V. Denne funksjonen er ogsé harmonisk, siden
Ap =V - (V)
=V-F
=0.

16.2.17: At F er et divergensfritt (solenoidal) vektorfelt svarer til at V - F = 0. Vi verifiserer:
V-F:622+€2z—2€2z

Siden F er divergensfritt finnes det et vektorpotensial G for F, slik at F = V x G.
Komponentene til dette potensialet ma derfor oppfylle

9yG3 — 0,Go = we*, (0.1)
0.Gy — 0,G3 = ye**, (0.2)
&CGQ — 8yG1 = —ezz. (0.3)

Potensialet G er ikke entydig, sa vi kan ta oss noen friheter nar vi finner et. La oss
derfor anta at Gz = 0. Ved & integrere Equation (0.1) og Equation (0.2) finner vi da

1
Gy = §y622 + fz,y)

Gy = —%xe% + g(x,y),
der Equation (0.3) impliserer at f og g méa oppfylle
Ouf — O0yg = 0.
Vi kan like gjerne velge f = g = 0. Da ender vi opp med

1 1
G(z,y) = §y622i — §$€2Zj.
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som vektorpotensial for F. Igjen understrekes det at G ikke er entydig.



