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Anbefalte oppgaver - Lgsningsforslag
Uke 11
Kulen er grafen til

r(¢,0) = a(sin(¢) cos(0)i + sin ¢ sin(0)j + cos(p)k), 0< ¢ <7, 0<60 < 2.
Vi har

g;; a(cos(¢) cos(0)i + sin(¢) sin(8)j + cos(p)k)
or : . c .
0= a(—sin(¢) sin(0)i + sin(¢) cos(0)j),
slik at
i k
or Or
— X — = | acos(¢)cos(f) asin(¢ ) sin(f) acos(¢)
0p 06 —asin(¢)sin(f) asin(¢) cos(6) 0
a?(—sin(¢)? cos(#)i + sin(¢)? sin(#)j + cos(¢) sin(¢)k).
Vi finner sa
or 3
a5 = | 55 * 5| 4040

a?y/sin(¢)* cos(h)2 + sin(¢p)4 sin(F)2 + cos(¢)? sin(¢)2 de do
= a?sin(¢)/sin(¢)2(cos(#)? + sin(A)2) + cos(¢)? dep df
= a*sin(¢) do db.

Merk at kulen har radius 2a og at likningen for sylinderen kan skrives som
2?4 (y — a)? = d?,

slik at denne har radius a og har akse som er parallell med z-aksen og krysser zy-planet
i (0,a). Dette er illustrert i Figure 1. Fordi vi arbeider pa en kule er det nyttig & ga
over til kulekoordinater. Da blir kulen

R = 2a,
og sylinderen blir
R?sin(¢)? cos(6)? + R? sin(¢)? sin()* = 2aR sin(¢) sin(6),
eller
Rsin(¢) = 2asin(0).
Innsiden av sylinderen oppfyller derfor ulikheten

Rsin(¢) < 2asin(0),
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F1GURE 1. Kulen og sylinderen i Exercise 15.5.4, med a = 1/2.

og spesielt er dette ekvivalent med
sin(¢) < sin(0)

pa kulen. Hvis vi ytterligere begrenser oss til den delen av kulen som ogsa ligger i fgrste
oktant er dette ekvivalent med ulikheten

<0

P& grunn av symmetri mé arealet til den delen av kulen som ligger innenfor sylinderen
veere fire ganger arealet til den som i tillegg ligger i forste oktant (se figuren). Det
gnskede arealet blir na

w/2 0
_ 2 .
S = 4/0 /0 (2a)? sin(¢) de df

/2
= 16a2/ (1 —cos()) db
0

= 8a*(m — 2).
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FIGURE 2. Situasjonen for a = 1. Oppgaven er & finne det grgnne arealet inni
den bla sylinderen.

15.5.10: Grunnet symmetri er delene av arealet pa hver side av yz-planet like, s& vi kan ngye oss
med & beregne den delen av flaten som har positiv z-koordinat; se Figur 1. Kall denne
delen S, . S, projisert ned pa yz-planet er disken D = {(0,y, 2) : y* + 22 < a?}, og
er grafen av G(z, z) = Va? — 22 + 22 for (z,z) € D. Vi bruker sa formelen for arealet

av en graf:
2
2// dS:2// \/1+02+a2z 5 dydz
Szt D -
[ a2

a 2

:4/_a\/a2—z2\/a2a_22dz

= 8a>.

15.5.14: La E veere projeksjonen ned i zy-planet. E bestar av de (z,y, z) som tilfredstiller

L+y > 222 +y2),

y—1)\°
13071 () |
> NG
Vi bruker sa formelen for arealet av en graf:
212 22
1 dedy = 3dzd
[ e - | o
= V6.

15.5.15: Vi finner fgrst arealelementet. Siden z = 22 beskriver lgsningene til likningen

eller

G(x,y,2) =2>—2=0
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har vi
VG
G

_ V(@) ’+_012’+ =1, ay

=1+ 422 dx dy.

Paraboloiden skjaerer flaten slik at skjeeringskurven har projeksjon

ds = ‘ dx dy

22 =1—3z% — 9,

eller
4a? +2 =1

i zy-planet. Likningen beskriver en ellipse. Vi ma derfor integrere over

{(z,9) :0<2<1/2,0<y<1-— 422}

siden vi befinner oss i fgrste oktant. Vi finner

1/2 pvV1—422
//xzdS:/ / z- 22 \/1+ 422 dy da
s 0 0
1/2
:/ :53\/1+4x2\/1—4x2dx
0
1/2
22/ 1 — 162 dx
/ Vudu
4 Jo

:%,

der vi har brukt substitusjonen v = 1 — 1624,
Arealet av sfeere-segmentet er A = %47ra2 = 71a?/2. Ved symmetri er T = 3 = Z, s& vi
trenger bare a finne M,—g. Siden sfeere-segmentet er grafen til funksjonen

f(may): a2_$2_y27 (xay)€D7

der D er den delen av sirkeldisken gitt ved 22 + 32 < a? som ligger i fgrste kvadrant.
Vi bruker s& (nok en gang) formelen for arealet til flatesegmenter dS av en graf:

MZ:()://ZdS
y2
//\/ —ar?—y TaTa oy dedy

/\/7,/ dxdy

—a—

4
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15.6.1: Vi beregner fluksen ut av tetraederets fire sideflater. For sideflaten som tilfredstiller
x =0, har vi at N = —i, og F- N = —z = 0, sa fluksen ut er 0. For sideflaten som
tilfredstiller z = 0, har vi N = =k, og F - N = 0, sa fluksen ut er 0. For sideflaten
som tilfredstiller y = 0, har vi N = —j, og F - N = —z. Fluksen ut av denne siden blir
dermed

2 (6-32 2
/ / (—2)drdz = / (=62 +322)dz = —12+ 8 = —4.
o Jo 0

For den skra sideflaten & som ikke ligger i noe koordinatplan, benytter vi oss av det
faktum at for en flate pa formen z = f(x,y), sa er det oppadrettede flate-elementet

dS =NdS = (_g%i -3+ k) dz dy. 1 vart tilfelle er f(z,y) =2 — /3 — 2y/3 og

3 6—2y 1 2
//F‘dS—/ / (xi+2zj)- | zi+=j+k|dxdy
S o Jo 3 3
3 r6=2y 2 1 2
= “rx+ (22 dxd
/0 /0 (3“3( 3" 3‘”)) v
62y /4 1 4
= +$—y)dmdy
/0/0 (3 97 9
4

= /0 (3(6 —2y) + 1—18(6 —2y)? — gy(6 - 2y)) dy
= 10.

Den totalefluksen ut av tetraederet er altsd 10 — 4 = 6. Merk, denne oppgaven kan ogsa
lgses ved & bruke divergensteoremet. En observerer da at +F = 1 og at volumet av
tetraederet er 6, sa integralet blir 1 -6 = 6.

15.6.6: Flaten er gitt ved z = f(x,y) = 22 — 32, sa det oppadrettede flate-elementet er

3
3

dS = NdS = <—8fi— %j +k> drdy = —2zi + 2yj + k.
ox y

La D veere disken i zy-planet gitt ved 22 + y?> < a?. Fluksen opp gjennom flaten er

dermed
//F~dS:// (xi+xj+ k) - (—22i+2yj + k) dedy
D

:// (—2:L‘2—|-2my+1) dz dy
D

Integralet av det andre leddet er 0 grunnet symmetri, og integralet av det siste leddet er
lik arealet av D. Ved a skrive integralet av det forste leddet i polarkoordinater, far vi at

27 ra
// (—2x2 +2zy + 1) dedy = / / (—27‘2 0082(9)) rdrdf 4 0 + 7a?
D o Jo

Cl4 27
=—— / cos?(0) df + ma?
2 Jo

2
2 a
= 1——.

15.6.12: Her ma vi bruke den generelle formelen for flateelementet til en parametrisert flate.
Flaten er gitt ved

r(u,v) = e" cos(v)i+ e"sin(v)j + uk, 0<u<1,0<wv<m.
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Det oppadrettede flateelementet er gitt ved

81‘ Or

= (" cos(v)i+ e"sin(v)j + k) - (—e"sin(v)i + " cos(v)j) du dv
= (—e"cos(v)i — e"sin(v)j + e*k) du dv.
Videre er
F(r(u,v)) = ue*sin(v)i — ue® cos(v)j + e?“k.
Folgelig er fluksen

// F-dS= / / “sin(v) cos(v) + ue* sin(v) cos(v) + ") dv du
/ / ') dvdu

46—1)

Planet beskriver lgsningene til likningen
G(l’,y,Z) :IE—Fy—{—Z—l :Oa

slik at arealelementet blir

ds = ‘Z? dx dy
VBT
- 1]
=V3dxdy.

Vi ma na finne projeksjonen av flaten ned i zy-planet for & finne ut hva vi skal integrere
over. (Det kan veere til hjelp & lage en skisse her.) Setter vi z = 0 i likningen for planet
finner vi

dx dy

r+y=1,
slik at projeksjonen ned i xy-planet er den rettvinklede trekanten begrenset av z- og
y-aksen samt linjen y =1 — = for 0 < x < 1. Vi kan na regne ut integralet. Vi finner

1 11—z
// a:yzdS:/ / zy(l —z —y)V3dydx
S 0 JO

:ﬁ/l/l_wx((l—ﬂf)y—f)dydw
=3 [s(0-mg0-02- f0-a?) @
:2\/?7/0 z(1—2)®da
:2\1/?:/01(1—u)u3du
6

1
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der vi har brukt substitusjonen u =1 — z.



