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11.1.9: Den aktuelle kurven er gitt ved
r(t) =3costi+4costj+ bsintk.
Hastigheten er simpelthen den tidsderiverte av posisjonen:
v(t) = r'(t) = —3sinti—4sintj+ 5costk.

Farten er lengden av hastighetsvektoren:

v(t) = |v(t)| = \/(—=3sint)2 + (—4sint)2 + (5cost)?

= \/25 (sint + cos® t) = 5.
Akselerasjonen er den tidsderiverte av hastigheten:
a(t) = v/(t) = —3costi—4costj— Hsintk = —r(t)

Kurven beskriver en sirkel, med radius 5 og senter (0, 0, 0), som ligger i planet som inneholder
punktene (3,4,0), (—3,—4,0), og (0,0,5).

11.3.5: Vi setter forst 22 = 4y, slik at © = +2y. For at kurven skal ga gjennom punktet
(2,—1,4), s& ma vi velge x = —2y. Vi setter sd y = ¢, som gir parametriseringen

r(t) = —2ti+tj+4t%k.
11.3.9: Vi ser at kurven beskriver skjeeringen mellom en paraboloide og et plan, slik at den

gir en ellipse i dette planet. Dette forteller oss at vi bgr se etter en mate & parametrisere
kurven ved hjelp av trigonometriske funksjoner.

Vi begynner med a eliminere z og komplettere kvadratene:
2 —dy — 1=z =22 +>,

som kan skrives om til
—1=(z—-12% -1+ (y+2)?—4,

eller, pa standard ellipseform
(=t 2 L (v+2 2
= 5 — )

For & oppfylle denne likningen kan vi velge x(t) = 1 + 2cost og y(t) = —2 + 2sint. Til
slutt finner vi z ved & sette dette inn i likningen for planet, og far

z(t) =2x(t) —4y(t) —1 =2+ 4cost +8 — 8sint — 1 =9+ 4cost — 8sint.
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Dette gir parametriseringen

r(t) = (1+42cost)i—2(1—sint) j+ (9+4cost — 8sint) k.

11.3.17: Kurvelengden s til en parametrisert kurve er gitt ved

b
s= [ VE@E T R
a
sa vi deriverer komponentfunksjonene

x(t) = tcost, a'(t) =cost—tsint
y(t) = tsint, y'(t) =sint +tcost
z(t) = t, Z(t) =1.

Dermed har vi

2m
s :/ \/(cost — tsint)? + (sint + tcost)? + 1dt
0

27
= \/Cos2t — 2tsintcost + t2sin?t + sin? ¢ + 2t costsint + t2 cos? t + 1 dt
0

27
:/ \/COS2t—|—SiD2t—|—1—|—t2 (0082t+sin2t) dt
0
27
:/ V2 +t2dt
0

1 ¢ 2
= |=t\V2 + t? + arsinh <>]
[2 v2/],
= 1v/2 + 4n2 4 arsinh(v/27),
hvor integralet enten slas opp! eller finnes ved delvis integrasjon fulgt av hyperbolsk—
trigonometrisk substitusjon.

Denne kurven kalles en konisk helix siden den oppfarer seg som en helix, bare pa overflaten
til en kjegle istedenfor en sylinder, se Figur 1.

11.3.22: For & lgse denne oppgaven er det nyttig & tegne en figur. En kan da overbevise seg
om at et fast punkt pé& hvert tverrsnitt av kabelen, for eksempel senteret eller punktet som
bergrer spolen, gir en kurve som kan beskrives av en sirkuleer helix. Disse har parametrisering
(etter vilkarlig valg av akser)

r(t) = ccosti+csintj+d-tk.
Vi velger senterpunkt av tverrsnittet til kabelen. For a finne koeflisientene ¢ og d, ma vi
bruke kabelens tverrsnittsradius a og spolens radius b.

Vi kan se direkte at ¢ = a + b.

For & finne d ser vi at etter én hel vinding har punktet beveget seg 2a i k-retning, vi har
0gsa
r(0) = (a+b)iog r(2r) = (a+b)i+ 27rdk,

'T ettbindsutgaven finnes dette pa innsiden av omslaget bakerst i boka.
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Figur 1: En konisk helix
dermed er 2a = 27d, si d = a/7. Dette gir parametriseringen
r(t) = (a+0b)costi+ (a+b)sintj+ Ytk
™

For & finne ut hvilken lengde av spolen som dekkes av kabelen?, regner vi forst ut buelengden
som en funksjon av ¢

s(t) = /Ot \/(a+b)2 + (%)th = \/(a+b)2 + (%)Qt.

Den totale buelengden er den samme som lengden L av kabelen, s& ved & finne ved hvilken
t denne oppnas, kan vi finne hgydeforskjellen. Altsa

Lm
V((a+b)m)? + aZ’

a

2
)t:L:>t:

s(t):\/(a+b)2+<

s

Siden vi valgte starthgyden til & veere 0, er hgydeforskjellen né z-koordinaten til kurven
ved denne tiden:

som er det endelige svaret?.

11.4.3: Enhetstangentvektoren T(t) er normaliseringen av hastighetsvektoren i et gitt
punkt. Vi mé altsa finne bade hastighet og fart for den aktuelle kurven, her

r(t) = costsinti+sin?tj+ costk.

2Dette er en noe uklar formulering, vi tolker det som hgydeforskjellen mellom tilsvarende tverrsnittspunkt
pa starten og enden av kabelen

3 Avhengig av hvilket tverrsnittspunkt man velger, vil man kunne fa bade a og b istedenfor (a 4 b) i
svaret over.
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Vi regner fgrst ut hastigheten
v(t)=1'(t) = (0082 t — sin? t) i+ 2costsintj—sintk,

og finner sa farta

o(t) =|v(t)] = \/(cos2 t — sin? t)2 + (2costsint)? + (—sint)?

= \/Cos4t —92cos2tsin?t + sin*t + 4 cos2 tsin?t + sin? ¢

= \/(cos2t—|— sin? t)Q +sin?t =1 +sin?t

Dermed har vi

v(t) 1

T(t) = = cos’t —sin®t) i+ 2costsintj —sintk
v(t) V1 +sin?t ( ) )
1
= —————(cos2ti+sin2tj—sintk).
91 + sin 27 — sintk

V1 +sin?t

Ukens ngtt: Ta i betraktning fglgende figur.

Nordgaende hastighetskomponent

sin ¢

Her sees jorden fra siden, sa 6 og den gstgaende hastighetskomponenten gar innover
i figuren, altsa vekk fra deg. Siden banefarten skal veere /2, ma bade nordgaende og
pstgaende hastighetskomponenter ha lengde 1. Siden R = 1, har vi

do

i
Etter som vi beveger oss lenger nord pa kulen, vil en dreining om 6 gjgre mindre og mindre
utslag pa overflaten. Hvis farten pa overflaten skal veere lik 1, méa vi kreve

db
ingo = 1.
sin ¢ 7
Lgser vi den forste ligningen med initialbetingelse ¢(0) = 7/2, far vi ¢(t) = 7/2 — ¢, og da
blir den andre ligningen

—1.

db 1 ;
— = ——— =sect.
dt  sinm/2—t

Integrasjon og bruk av initialbetingelsen 6(0) = 0 gir
0(t) = In(sect + tant).

Vi treffer nordpolen nar ¢t = 7/2. Siden lim,_, /5 0(t) = oo, sirkler vi rundt polpunktet
uendelig mange ganger fgr vi kommer frem.
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