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Den forste grenseverdien er en ubestemt form av typen "0/0", og LHdpitals regel gir
. sinx . cosx cos(m) 1

lim = lim = =—.

=gl —x% x-m -2x  -2m 27

Den andre grenseverdien er av form "oo —00". Vi omformer uttrykket ved & multiplisere
med x + vV x? — x i teller og nevner:

x_m:(x—\/xz—x)(x+ x2_x):x2_(x2_x)_ . )

xX+Vxt-x x+V2—x x+Vii—x 1+V/I-(/x)

der vi i siste overgang delte pa x i teller og nevner. Derfor er

1 1
lim [x—Vx2—-x|= lim =
x—>00( ) ¥—0]l4+4v1-(1/x) 14+v1-0

[[0o ] =

Den deriverte er
21+ x%) -2x-2x _ 2-2x*
1+x2)2  (1+x)?
Vi finner kritiske punkter ved & lase f'(x) = 0, som gir 2 = 2x?, dvs. x = +1. Det eneste
kritiske punktet i intervallet [0,2] er altsa x = 1.

o=

Vi setter opp en tabell over funksjonsverdiene i det kritiske punktet samt i intervallets
endepunkter x = 0 og x = 2, og trekker ut laveste og hayeste verdi.

Svaret er altsd: Maksimumsverdi er f(1) = 1, minimumsverdi er f(0) =0.

Vi ser ved innsetting at ligningen er oppfylt for (x, y) = (1, 1), og dette punktet ligger derfor
pa kurven.

Implisitt derivasjon med hensyn pd x gir (tenk p& y = y(x) som en funksjon av x og bruk
kjerneregel)

2n(1+y*) —-2nxyy)\ _
1+ y?)? -

y’(l—y2)+y(—2yy’)+cos( 2nx )( 0
1+ y?
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Innsatt (x,y) = (1,1):

am—4ny

—2v
y +cos(n)( 2

):—Zy’—JH—ny’:(n—Z)y’—n:O =y ="

T

Stigningstallet til tangenten i (1,1) er altsd -%, og ligningen for tangenten er derfor

-2
y—I:L(x—l), dvs. y:nx .
-2 n—2

For dem som matte veere nysgjerrige pa hvordan dette ser ut, tar vi med et plot av kurven
og tangentlinjen:

y

14

=/,

Sett f(x) = sinx + x — 1, sa ligningen som skal lgses er f(x) = 0. Vi har f(0) = -1<0<
f(1) =sin1, sa skjeeringssetningen garanterer at ligningen har minst én lesning i interval-
let 0 < x < 1. At det ikke kan veere to eller flere l@sninger, kan vi slutte av at f er voksende
iintervallet 0 < x < 1, fordi f'(x) = cosx+ 1> 0 der.

Vi setter opp Newtons metode:

flxn) sinx, +x,—1

Xn+1 = Xp — =Xn
f(xn) cosx, +1

som med xp = 0,5 gir oss x; = 0,5109579530 og x, = 0,5109734293. Her har de fire forste

desimalene allerede stabilisert seg, og med tre desimalers noyaktighet er svaret x = 0,511
(korrekt avrundet).

Vi separerer (anta y #0 og y # 1):

d
(1) f Y :fodx:x2+C.
ya-y)
Delbrekopplesning gir
1 —A+ B = 1=A(1 )+ B
ya-y y 1-y yred
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der den siste ligningen gjelder for alle y (i utgangspunktet var y = 0 og y = 1 utelukket,
men pga. kontinuitet vil ligningen ogsé holde for disse verdiene av y), og ved & sette y =0
og y =1finnervi A= B =1ogdermed

d 11
f ” j(‘+—_de=mU+4nH—ﬂ+U=hl

_ +C.
yad-y y l-y

1-y

Sett dette inn i (1) (vi kan ta C’' = 0, siden vi allerede har en integrasjonskonstant C pa
hayresiden av (1)) og ta exp av begge sider:

‘L =¥ 10 = Co¥ — Lz(iec)ex = De* (D=+eC)
1-y 1-y
= (1+D xz) De* = De*
e | =De =—
Y Y 1+ De*

Til slutt bruker vi initalbetingelsen y(0) = 1/2 til & finne D:

D 1
y0)=——==-=2D=1+D = D=1.
1+D 2

Svaret er altsd (som vi ogsa kan sjekke ved innsetting)

x2

e
Y 1+e*

Tangentens (tauets) stigningstall er y’, og fra figuren under ser vi at

, _—h
y = P

der h er hoyden av den skraverte trekanten. Men x? + h? = a? gir h = Va? — x2, s4

Va2 - x2

X

) y=-
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Integrasjon av (2) gir

V22
3) y=_fudx.
x
Substitusjonen u = vV a? — x? gir
d 2% gx=-Ydx = —udu=xd
Uu=————dx=-=dx —udu=xdx
2V a® — x? u

Vi ganger med x i teller og nevner inne i integralet i (3) for & fA kombinasjonen x d x:

Va2 — x2 2
y=—f—a ) xdx=—fx—u2(—u)du=f—2u du,

x2 a? —u?

2 2

— u?. N4 skriver vi

w—-a®)+a* a?
y= faz u2 f a? — u? u—f _1+a2—u2 du

>
a+u
:—u+fﬁdu:—u+a2—ln—+c,
a’—u a az—u?

der vi i siste overgang brukte at u? = a® — x? og derfor x*> = a

der vi brukte integralet oppgitt i oppgaveteksten. Med u = v a? — x? far vi

2_ 2
y:—\/az—x2+alnﬁ#+c,
og vi finner til slutt C ved 4 bruke at y(a) = 0 (fra figuren):
y(@) =aln()+C=C=0.

Svaret er altsa

N
y:f(x):—\/az—x2+alna+%.

a) Vi tar utgangspunkt i den gitte rekken

1 o0
) ==y X" (xl<D.
—-X n=0

Integrasjon av begge sider gir (vi bruker her et teorem som sier at en potensrekke
kan integreres leddvis innenfor konvergensintervallet)

dx 00 ) o] x2n+1
5 = "dx|= +C
() fl—xz ,IX:"O(\[X x) ,;02714'1 !

for |x| < 1. P4 den annen side er

1+x

®) f dx _1, )+c (xl < 1)
=—In|—— x :
1-x2 2 1-x 2

som vi ser enten ved integrasjon ved hjelp av delbrok:

f dx —l/(L+ ! )dx —(In(1+x)-InQ-x)+C —ln(1+x)+C
1-x2 2 \1+x 1-x)77 2= 1 2
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b)

eller fra derivasjonen

(11 (1+x))' 1(1-x ((1—x)—(1+x)(—1) 1 1
—In| —— = — = = .
2 1-x 2\ 1+x (1-x)2 1-x04+x) 1-—x2
Fra (5) og (6) har vi

1 1+x o) x2}’l+1 x3 x5 x7 x2}’l+l

—ln(—):C3+Z =C3+X+—+—+— 4+ +

2 \1-x = 2n+1 3 5 7 2n+1

ogintegrasjonskonstanten Cs bestemmer vi ved & sette inn x = 0, som gir (1/2)In(1) =
Cs3, dvs. C3 =0. Altsa er

1 1+x 00 42n+l B B 7 x2n+l
(7 —ln(—): =xX+—+—+—+--+ +
2 \1-x) ;=2n+1 3 5 7 2n+1
for |x| < 1, som var det vi skulle vise.
La0< x<1.Fra (7) har vi
1 1+x x3 x5 x? x2n+1 x2n+3 x2n+5
—In{— —(x+—+—+—+---+ ): + 4
2 1-x 3 5 7 2n+1 2n+3 2n+5

kall dette uttrykket A,

Hoyresiden er positiv fordi x > 0, og derfor er ogsé venstresiden A, positiv, og vi kan
vi sette den i absoluttverdi om vi vil. Vi faktoriserer ut x2*3/(2n + 3) pa hoyresiden:

x2"+3( 2n+3 , 2n+3 , )
1 R

Ap =1Apl= b X
2n+3 2n+5 2n+7
x2n+3

< (1+x%+x*+--)

2n+3
B x2n+3 ( 1 )
2n+3\1-x2)
der vi brukte 2n+3 <2n+5<2n+7 < --- for & fa ulikheten, og rekken (4) for a fa
den siste likheten. Vi har dermed vist den enskede ulikheten:

x2n+3 ( 1 )
< .
2n+3\1-x2

For & svare pa det siste sparsmalet, finner vi forst x ved & lgse

1 1+x ¥ x5 ¥ y2n+l
8 1Axl=|zIn —|x+=+=+=+---+
2 3 5 7 2n+1

1-x

1+x 1
—=2=1+x=2-2x = 3x=1 = x=—-.
1-x 3

(8) gir da (multiplisere med 2 pa hver side)

1 1 1 1
In@)-2|=+—+—5+-+
@ 3 3-33 5.3° (2n+1)~32"+1)

=)es

<

1-1/9) 2n+3)-32n+3
9

T 42n+3)-32143°

Vi regner ut hgyresiden for n=0,1,2,3,... og stopper nar vi kommer under 107°:
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n 1 9
(2n+3)-32773 1(2n+3)-32%%3
1 _ 1 1
0 33 =8l 36
1 - 1
535 — 1215 540
2 1 _ 1 1
737 ~ 15309 6804
3 1o 1 1
935 — 177147 78732
1 _ 1 1 -5
4 | 1737 = Tozser7 | 866052 < 10
Vi konkluderer at
In(2) =2 1-+ L + 1 + 1 + 0,6931460
n ~ —_ =0,
3 3-33 5.35 7.37 9.3°

med feil mindre enn 1072,

Alternativ losning av forste del av punkt (b): Vi tar utgangspunkt i den geometriske sum-

meformelen (for 2 # 1)

1— t2n+2 t2n+2

— = s=l+ P+t P —,
1-¢ 1-¢ 1-¢

1+ 4+t 2" =

og integrerer denne over [0, x] for en gitt 0 < x < 1:

X dt X xt2n+2
f :]m(1+t?+#+-~+tmﬂdx+]j dr
o 1—12 0 0o 1—1¢2
dvs.
1 1+x x3 x5 x2n+l X t2n+2
—ln(—):(x+—+—+-~-+ )+[ dr,
2 1-x 3 5 2n+1 o 1—1¢2

og det siste integralet oppfyller

X t2n+2 1 X 1
f dr< fthﬂmzt__
0o 1—1¢2 1-x2Jo 1—x2

dervibrukteat0 < r < x = 7 < 1_—1)62 Vi konkluderer at (8) holder.

x2n+3

2n+3’
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