TMA4100 Matematikk 1, 07.01.22. Lgsningsforslag Side 1 av 5

Dette lgsningsforslaget svarer til den kombinasjonen av oppgaver som er lagt ut.

Oppgave 1 Implisitt derivasjon gir

som videre gir
d
%(33}2 — 27 + 4e**7Y) = 8e* Y + 2y.
dy 6

Innsatt z = 1 og y = 2 far vi fra ligninga over at 72 = = som blir stigningstallet for
tangenten. Ligninga for tangenten i punktet (1,2) fas ved a sette y — 2 = g(x —-1)
som gir

6, 8
=-x+ .
y=7*tTxn

Oppgave 2 Multipliser pa begge sider av
y' 4 3zy = 22

322 /2 !

322 /2 ) = 2ze

med den integrerende faktoren e og vi far (ye 32%/2 om ved anti-

derivasjon gir ye3*’/2 = %6312/2 +C,dvs. y = 2 + Ce=3*/2 Innsatt y(0) = 0 gir

2 . . .
C = —3, sd den endelige lgsningen blir

2 2 —322/2
r)=—-— ¢ :
yla) =3 -3
Oppgave 3 For & vise at f er kontinuerlig i x = 0 ma vi vise at lim,_,o f(z) =

0. For o # 0 kan vi skrive

sinz1—cosxz

fz) =

x x
At lim,_.g % = 1 kan anses som kjent. For a bestemme lim,_. l_c% kan vi
gjore bruk av at cosz = 1 — %2 + O(z*). Dermed er =52 = £ 4 O(2%), dvs.

T

Altsa er lim, o f(z) = 0.
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Definisjonen av den deriverte gir

. f(O+h)—f(0) .. sinh(l—cosh) . sinhl—-cosh
/ . _ _
f1(0) = Jim h = bm 3 B R A T

Vi bruker igjen at 1 —cosz =L L+ O(2") slik at nar h # 0 er =222 = 1 4 O(h?),

Thr T 2
sa limy,_, 1’235’1 = 3, 0g som f@r er limy,_,q S”,}bh =1.

Dette gir da f'(0) = %

Oppgave 4 Omradet R ligger mellom kurvene y = x og y = v/ for z mellom
1 og 3. I dette intervallet er x > /. Det skal roteres om linja z = —1, s& avstanden
fra et punkt (z,y) i R og til rotasjonsaksen blir x + 1. Sylinderskallmetoden gir at
volumet kan uttrykkes som

3
V= 27?/ (z 4+ 1)(z — Vx)d.
1
Dermed far vi

3 9 2 3
V= 27r/ (2% — ov/x + 2 — Va)de =27 [333/3 — g:BS/Q +2%/2 — 3ZB3/2]
1 1

9 9 2 1 2 1 2 206 28
=2m (3832324 - - 232 — 4 -~ ):2 (— 3).
W</ 5° T3 3 3757 273)= 15 "

Oppgave 5 En mate a regne ut integralet pa er a sette u = 3 + ¢*. Da blir

e’ =u— 3 og du = e*dz, dvs. da:—— Da far vi
[e s/ )
3+er ) u(u—3) 3 u
1 1 1 e
g(In(u=3) =Inu) = 3][1 u 3 3ter
Videre far vi
boda 1 e 1
=-(ln-———-In-).
o 3+er 3 3+eb 4
Nér b — oo vil In 35 — 0, sd

/ de :—llnlzllnll:glnz
0 S3+er 3 4 3 3
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Oppgave 6
(i) >0, m er en alternerende rekke der det nte leddet gar mot 0, sa

divergerer fordi det uegentlige inte-
dx

(z+1) In(z+1)

er In(In(x + 1)), og denne funksjonen gar mot uendelig nar = gar mot uende-

den konvergerer Rekka >, W

gralet fl m divergerer. Dette er fordi en antiderivert til

lig (men den er endelig for z = 1). Dvs. rekka >.0° WS% er betinget
konvergent.
(i) Yoo, ﬁ konvergerer absolutt. Sett a,, = (%’1)' Da er 2 = 3;:1 (";!1)! =

2' Dette gar mot 0 nar n — oo, sa rekka konvergerer ved Forholdstesten.

(iif) Y-p%y -5 sin(n) konvergerer absolutt fordi Y0°, |5 sin(n)] < 0%, 5 < oo
(p-rekke med p > 1).

Oppgave 7 Sett fra langsiden vil et snitt vinkelrett pa kortveggen i bassenget
ha form som en rettvinklet trekant der katetene har lengde henholdsvis 5 (hgyden)
og 30 (lengden), med et rektangel gverst som har langside 30 og kortside 1. For
0 < h < 5vil volumet veere gitt som volumet av et trekantet prisme der grunnflaten
er trekanten med kateter h og 6h og hgyden er 15. Det betyr at V(h) = %~6h-h-15 =
45h2 for 0 < h < 5. For 5 < h < 6 blir volumet lik volumet av det trekantede
prismet for h = 5 pluss volumet av et rektanguleert prisme med malene 30, h — 5
og 15, altsd V(h) = 45-52+30-15- (h — 5) = 1125 + 450(h — 5) = 450h — 1125,
nar 5 < h < 6. Altsa,

(h) — 45h2, 0<h<5
450k — 1125, 5 < h <6.

I det folgende skal vi se pa situasjonen nér h =3, dvs. vi er i intervallet 0 < h < 5.
I dette intervallet er V(h) = 45h2 s& & = 90h, dvs 9 (h = 3) = 270. Vi har

oppgitt at dV —1 og skal ﬁnne i det gyeblikket at h = 3.
Kjerneregelen gir < dv = ‘fl‘}f . %. Innsatt de verdiene vi kjenner far vi —1 = 270 - %
som gir & = — - (meter per minutt).
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Oppgave 8

Utregning gir f(7/2) > 0 og f(7) < 0. Dermed har funksjonen minst ett nullpunkt
i intervallet [7, 7]. I dette intervallet er cosx < 0, sd f'(z) = 2 cosx—1 er garantert
mindre enn 0 i det aktuelle intervallet. Dvs. funksjonen er strengt avtakende i
intervallet [T, 7]. Dette sikrer at funksjonen har ngyaktig ett nullpunkt i intervallet
(5. 7).

Newtons metode for funksjonen gir iterasjonsskjemaet

2sinx,, — z,

Tntl = In = 2cosx, — 1
Innsatt zy = 2 gir dette 7 = 1.900....
Oppgave 9 Definer
rsin®
[ P Ll ——)

xr — arctanx

Det er oppgitt at arctanzr = z — %:133 + O(z®). Videre far vi fra taylorutviklingen

til sinz om x =0 at sinz = o — éx?’ + O(x°). Dette gir at

xsinzx—x(:v—:v + O(2°) (x—x + O(x ))

:x(:c —fx 14 0@ 6))—:1: + O

Dermed far vi, for x # 0,

B+ 0@ 1+ 0(2?)
fl@) = 523+ O(a?) B 3 +0(2?)

Nar z — 0, gar leddene som er samlet i uttrykkene O(z?) mot 0, slik at vi far

rsin?
llm —— =3
z—0 x — arctan x
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Oppgave 10 Utregning gir

21‘2—1 4.’1}2 - 1

flr)=e , T #0.

T2

Dette viser at de eneste nullpunktene for f’(z) opptrer nar 4z? — 1 = 0, dvs. for
z =+
2

Nar z > § og ndr © < —1, er 42 —1 > 0. De andre faktorene i f'(z) er alltid

positive, sa vi far da at f'(z) > 0 for x > % og for x < —%.
Nar0 <z < % og —% <z <0erdr?—1<0,saidisse intervallene er f'(z) < 0.

Dette viser at x = 1/2 gir et lokalt minimumspunkt, og x = —1/2 gir et lokalt
maksimumspunkt. Utregning gir f(5) = 2712 og f(=3) = —2e71/2,

Nar z — 07 vil f(x) — oo, og nar x — 0~ vil f(z) — —oo. Videre vil f(z) = +o0
nar r — Fo0.

Siden f'(z) < 0for 0 <z < 5 og f'(z) > 0 for 3 < x < 00, s viser dette at for alle
k, 2e71/? < k < oo vil f(x) = k for eksakt to verdier av x. Tilsvarende argument
gir at vi ogsa har eksakt to verdier av x som gir f(z) = k for —oco < k < —2e71/2,

For k = 2¢7Y/2 er f(z) = k for ngyaktig én z-verdi, nemlig = 1/2 (det lokale
minimumspunktet). Og for k = —2e7'/2 er ogsa f(z) = k for ngyaktig én z-verdi,
nemlig # = —1/2 (det lokale maksimumspunktet). For —2e71/2 < k < 2e7Y/2 er
det ingen verdier av x som gjor at f(x) = k, siden dette er intervallet mellom det
lokale maksimumspunktet og det lokale minimumspunktet for f.

Oppsummert gir dette: Ligningen 2~ = kg har

a) ingen lgsninger for —2e~'/% < k < 2e71/2,
b) én lgsning for k = —2e~'/2 og for k = 2e71/2,

¢) to Igsninger for 2¢71/2 < k < 0o og for —0co < k < —2e71/2,



