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Legg merke til at x3 — 2x2 + 2x = x(x? — 2x + 2) = x((x — 1)2 + 1). Delbrgkoppspalting gir sa at

3x2+2 3x2+2 _1+ 2x+ 2
x3—-2x2+2x x((x—1%2+1) x (x-—-1)2+1

f 3x% +2 d_f 1+ 2x+2 p
PRSP x (x—12%2+1 x

({1 -2 4 ;
_f<;+(x—1)2+1+(x—1)2+1) X

=In|x| + In(x? — 2x + 2) + 4 arctan(x — 1) + C.

slik at

Taylorpolynomet til f av grad 3 om a = 0 er gitt ved

n

2, Fm (o 1 1
P = > T Qn o p0) 4+ 0+ 31700 + 3o G0
n=0

I vart tilfelle er

LN 2x 6
flx) = T4 g2 breosmx
) 2(1 4 x*) —8x* 5 2 —6x* .
f'(x) = W + 6m“ sinmx = m + 67~ sinmx
—24x3(1 + xH? - 8x3(2 — 6xH) (1 + x*
f"x) = ( )(1 +x4()4 X ) + 6713 cos x

slikat f'(0) = —6m, f"(0) = 2 og f"(0) = 6m3. Siden f(0) = 0 har vi at
Py(x) = x(m3x% + x — 6m).

a) Legg merke til at

Inx

x—C

x¢lnx =

er en ubestemt form av typen «oo/co» nar x — 0+ gittat ¢ > 0.
L'Hopitals regel gir sa at

. ~ Inx ] x~ ! . x€
lim xInx = lim — = lim — = lim —— = 0.
x—0+ x-0+ x7¢  x-0+ cx"¢1  xs0+ ¢

b) Delvis integrasjon med u(x) = Inx og v'(x) = x% gir at

1
J-x“lnxdx=
a+1

Dermed er

1
f x%Inxdx = lim [
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a—-0+
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der den siste likheten fglger fra grenseverdien vi fant i a).
Nara = —1sder

1 1 1
|1 1
f x‘llnxdxzf udu = lim [zu?| = lim =(1-%) = -
0 . B0 2 ) B0 2

der den fgrste likheten fglger ved a benytte substitusjonen u = In x.
Altsa divergerer integralet nar a = —1.

Sylinderskallmetoden gir at volumet av omdreiningslegemet er gitt ved

2 ( 3x ) 2,2 2
V=27rfx ——+3-1 dx=3nf —dx+47rf xdx
1 \2Vx3+3 1 Vx3+3 )

11 1 11
= —du+6m=n|2Vu| +6m=2n(1+V11
nL N u+6n=mn| u]4 m = 27( )

der den tredje likheten fglger ved 4 benytte substitusjonen u = x3 + 3.

Dette er en fgrste ordens linezer differensialligning med p(x) = 4/xog q(x) = 5¢*°+1415.La u(x)
veere en antiderivert til p(x), det vil si,

4
u(x) = fp(x) dx = f ;dx =4Inx = Inx*
hvor vi antar x > 0. Det gir at e“® = eInx* = x4 glik at
d 5
o [x*y] = (5e* 1 + 15)x*.
Integrasjon med hensyn pa x gir sa
xty = f(Se"5+1 +15)x*dx = et +3x5 + C

slik at den generelle lgsningen til differensialligningen er

et 4 3x5 4+ C
Yo = —————
forx > 0.
Fray(1) =3 farviat

y(1)=e*+3+C=3

slik at C = —e?. Altsé er Igsningen til initialverdiproblemet gitt ved

5
e*¥ 1l 4 3x5 — ¢2

x4

y(x) =

for x > 0.

@ La g(x) = f(x) — x. Vi gnsker a vise at det eksisterer minst én x € [0, 1] slik at g(x) = 0. Hvis
g(0) = O eller g(1) = 0 er det ingenting 4 vise. Anta derfor at g(0) # 0 og at g(1) # 0. Da fglger
det fra antagelsenomat 0 < f(x) < 1for0 < x < latg(0) > 0ogatg(1l) < 0.Siden g er en
kontinuerlig funksjon fglger det fra skjeeringssetningen at det eksisterer (minst én) ¢ € (0, 1) slik
at g(c) = 0. Altsa eksisterer det minst én x € [0, 1] slik at g(x) = 0.

Laa, = (=1)"/(2n + 1). Siden

. |an+1xn+2| .
p = lim ———— = lim

— x| = |x
n-oo  |a,x™t1| n—co 2n+3| = Il
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gir forholdstesten at potensrekken
(=1
n+1

2n+1
=0

n=

konvergerer dersom p = |x| < 1. Altsa er konvergensradien R = 1.

DRI
2n+1 2n+1°
= n=0

n=0

Laa, =1/(2n+1)oglab, = 1/(n+ 1).Siden

Lasdx = —1.Daer

I an_l_ n+l 1
noe b, now2n+ 1 2

og den harmoniske rekken ZZ):O b, = Z:lo:l 1/n divergerer (som fglger ved for eksempel integral-
testen), gir grensesammenligningstesten at

i 1
2n+1
n=0

divergerer.

Lasdx =1.Daer - -
D" N D"

i 2n+1 2n+1°

n=0 n=0
Dette er en alternerende rekke der leddene er gitt ved a,, = (—1)"/(2n+1).Siden2n+3 > 2n+1
forallen = 0 fglger det at

1 1
= < =
il = 503 < gng 1~ 1%l
for allen > 0. Da vi ogsa har at lim,_,., a,, = 0 fglger det fra test for alternerende rekker at

i D"
2n+1
n=0

konvergerer.
Altsa konvergerer potensrekken

Z (_1)71 xn+1

2n+1
n=0

forx € (—1,1].

a) Taylorrekken om a = 0 til f(x) = e* er gitt ved

[ee)
le
o
n!
n=0

for alle x € R. Dermed er

P S G i) Z CUD" Ly
4 n! . n!
n= n=

for alle x € R.
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b) Ved & bruke resultatet fra a) far vi at

I:J;le—xz/ztdx:folz#xmdx:i%lezndxzz%.

Altsa har vi uttrykt I som en alternerende rekke. La

(=1/9"

On = nl(2n+ 1)

og observer at lim,,_,, @, = 0 samt at 4"*1(n + 1)!(2n + 3) > 4™"n!(2n + 1) for allen > 0,
slik at |a, 41| < |a,| for alle n = 0. Test for alternerende rekker gir sa at

i /4"
— n!(2n+1)
konvergerer.

Las, = Zzzo ay. Feilestimatet for alternerende rekker gir sa at

1
4n*+l(n + 1)!(2n+ 3)°

[l = sp| < |ans1l =

For & oppna gnsket ngyaktig i var tilnaerming til I md |a,4,| < 0.0005, det vil si, 4"*1(n +
D!(2n + 3) > 2000. Fra tabellen

n [0 1 2
4T+ 1)(2n+3) [ 12 160 2688

serviat|a,.q| = |az| < 0.0005.
Dermed er

2
1 1 443
=) =Gt @t a1t =
k=0

en tilneerming til / med feil garantert mindre enn 0.0005.
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