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Implisitt derivasjon med hensyn pa x gir at
3y%y' +2yy' —5y' —2x =0.
Innsatt for (x,y) = (1, —3) gir det at
27y'(1) —6y'(1) —5y'(1)—2=0
som igjen girat y'(1) = 1/8.

En ligning for tangenten er sa gitt ved

1
y- D=y -1 =gx-1,

det vil si,
1
= —(x — 25).
y 8(35 5)
Ved a utnytte at
x? x3
cosx =1— o 0(x*) og sinx=x-— T 0(x%)
nar x — 0 farvi at
x(cosx—1)  x(1—-=x%/21+0(x"—-1) . —1/21+0(x?)
im — = lim = lim =
x-0 sinx —x x-0 x—x3/31+0(x5) —x x-0 —1/314+ 0(x?)

For d kunne bruke ekstremalverdisetningen (en kontinuerlig funksjon definert pa et lukket intervall
ma ha en stgrste og en minste verdi) ma vi sjekke at funksjonen er kontinuerlig for alle x € [-2, 2].
Funksjonen er opplagt kontinuerlig for x € [—2,0) og for x € (0, 2]. Siden

lim f(x) = lim vx+1=1= f(0) og lim f(x) = lim e*(x —1)2 =1 = f(0)
x—-0+ x—-0+ x—-0— x—-0—
slik at
limf(x)=f(0)=1
x—0
ma ogsa funksjonen veaere kontinuerlig i x = 0. Dermed har f en stgrste og en minste verdi.

For a finne stgrste og minste verdi ma vi sjekke

« kritiske punkter: f'(x) =0

« singulaere punkter: f'(x) eksisterer ikke

e endepunktene: x = —2 og x = 2.
For—2 <x <O0erf'(x) = e*(x —1)? + 2e*(x — 1) = e*(x — 1)(x + 1), slik at den eneste gyldige
lgsningen for f'(x) = 0 i dette tilfellet er x = —1. Altsd er x = —1 et kritisk punkt.

For0 < x < 2er f'(x) = (x + 1)7%/2/2, slik at det finnes ingen lgsninger for f'(x) = 0 i dette
tilfellet.

Punktet x = 0 er en mulig kandidat for et kritisk punkt eller et singuleert punkt. Det er imidlertid
ikke ngdvendig a avgjgre hva slags type punkt det er, nar vi kun er interessert i stgrste og minste
verdi til f. (Det kan vises at x = 0 er et singuleert punkt.)
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Kandidatene for stgrste og minste verdi er dermed
f(=2)=9e7%, f(-1)=4e7", f(0)=1 og f(2)=V3
ogda
f@2)>f(=1 > f(=2) > f(0)
ser vi at den stgrste verdien er f(2) = V3 og den minste verdien er f(0) = 1.
La f(x) = arctanx — 3e™* — 1 for x € R. Siden f er kontinuerlig og

f(0)=-4<0< f(3)=arctan3 —3e~3 —1 = 0.0997
gir skjeeringssetningen at det finnes minst ett tall ¢ € (0, 3) slik at f(c) = 0.
Siden

'x) = 3e7*>0
1o 1+x2+ ¢

for alle x € Reer f strengt voksende for alle x € R og det finnes dermed ngyaktig etttallc =r € R
slikat f(r) = 0.
Newtons metode gir i vart tilfelle at
fxn) arctanx, —3e™*n — 1
Tt = TGy T T 1/ + 42) + 3e

forn =0,1,2, ... Innsatt for x, = 3 gir dette at

f(x0)
=Xy — ~ 2.6002
S Te R
f(x1)
X, =X Fr) 6546
La f(x) = /1 + x| for—3 < x < 3.
Skivemetoden gir sa at y

y=y1+|x?

3
V= 2d
nf_3f(x) X
3
=2 1 Hd
nfo( +x°)dx

43
=27'[[x+—
41
93

= —/—T.

2

Den andre likheten fremkommer ved a utnytte at f er en
like funksjon.

s>
=

[ Y

@ Derivasjon med hensyn pa x gir at
F'(x) =+xsinx for 0<x<38

ved & benytte analysens fundamentalteorem. For & finne x-verdiene som gir at F'(x) = 0 ser vi
sinx = 0 for x € (0,8) som har lgsning x = w og x = 2m. Altsd er F'(x) = 0 for x = m og x = 2.

Ved & benytte substitusjonen u = /x fir vi at

f‘” dx — 1 fb dx - I f‘/z 2 d

1 \/}(x+1)_bg§°1\/§(x+1)_bll§°1 w1
= lim [2 arct ﬁ—z(f—f)—f
—bl_r)go[ arctanu]}” = >~ 7)°73

der vi har utnyttet at u? = x.
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(i) Laa, = (=1)™n!/(n + 2)!.Siden (n + 1)(n + 2) = n? + 3n + 2 > n? for alle n > 1 fglger det

at
n! 1 1

anl = G = T Dm T D <2

for alle n > 1. Sammenligningstesten gir sa at siden 210;1 1/n? konvergerer (p-rekke med

p = 2) mé ogsa
Z - Z -
lan] = (n+1D(n+2)
n=1 n=1

[oe]

n n!
Z(_l) (n +2)!

n=1

konvergere. Altsa er

absolutt konvergent.
(i) Laf(x) = xe ™ forx > 1. Legg merke til at f er en kontinuerlig og positiv funksjon for alle
x = 1. Ettersom

Flr) =e™* —2x2e™ = (1-2x2)e™ < —e™** <0
for alle x > 1, ma f veere en strengt avtagende funksjon for alle x > 1.
Siden alle leddene i rekken er positive og

foof(x) dx = fmxe"‘2 dx = lim —le—x2 ’ = lim 1(6—1 —eh?y = 1 <o
1 _1 _b—>oo 2 l_b_,ooz _26‘ )

gir integraltesten at rekken

i ne~"*
n=1
er absolutt konvergent.
(iii) Laa, = (=1D)"Vn/(n + 1).Siden 1/y/n < ynfor allen > 1 fglger det at

o 11
a = = =
L N N N

for alle n > 1. Ettersom rekken 220:1 1/+/n divergerer (dette er en p-rekke med p = 1/2 som
vi vet er divergent ved for eksempel integraltesten) gir sammenligningstesten at Zle |an|
divergerer.

La f(x) = vx/(x + 1) for x = 1,slikat |a,| = f(n) = vn/(n + 1).For d vise at |a, 41| < |ay|
holder det & vise at at f er en avtagende funksjon for alle x = 1. Ettersom f er kontinuerlig og

oo 1 Voo 1-x 0
f'x) = 2Vx(x+1) (x+1D?2  2Jx(x+1) <

for alle x > 1 vetvi at f er en strengt avtagende funksjon for alle x > 1. Altsd er |a,, 1] < |a,|
forallen > 1.

Siden a, - O0narn - o, a,a,,; < O0forallen > 1o0g|a,;1| < |a,| forallen = 1, gir test for

alternerende rekker at -
n
S o
n+1
n=1

er konvergent og dermed betinget konvergent ettersom 2:;1 |a,| divergerer.
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@ Ved a utnytte at

i[xzy] =x2%y' +2xy =Inx
dx '
gir integrasjon med hensyn pa x at

x%y(x) = flnxdx =xlnx —x+C.

Dermed er 1
y(x) = F(xlnx —-x+C)

for x > 0.Fray(1) = 2 far vi at C = 3. Lgsningen til initialverdiproblemet er dermed gitt ved

1
y(x) = ﬁ(xlnx —x+ 3).

Fra den geometriske rekken

% 1
Zx"=—x der —1<x<1

far vi at
Z(—x)"z—x der —1<x<1,

som igjen gir at

N
z +1xn+1=ln(1+x) der —1<x<1.
n=0n

Tilfellet x = 1 gir den (betinget) konvergente rekken
' (D"
n+1’

n=0

Siden f(x) = In(x + 1) er kontinuerlig for alle x > —1 og spesieltix = 1, gir Abels teorem at

(_ l)n %+l —

n+1

n=0

In(1+x) for —-1<x<1

Dermed er
Tln(1+x
0 x

som skulle vises.

UIn(1 + Lo (D" o (-D"
mf udx= lim f Z( ) x"dx = L
x a n=o0

a=0+J, a=0+ n+1 (n+1)?
n=0

Laa, = (—1)"/(n + 1)%. Legg merke til at a,, > 0 ndrn - ©, a,,a,,, < 0 forallen > 0 og at
1 1
lant1] = (n + 2)2 < (n+ 1)2 = |an]
for alle n > 0. Feilestimatet for alternerende rekker gir sa at
1
(N +2)2
der Sy er den Nte partialsummen. For at feilen skal vaere garantert mindre enn 0.005 ma altsa

1/(N + 2)? < 0.005 som vil si at N > 10v/2 — 2. Det minste heltallet N som tilfredstiller denne
ulikheten er N = 13. Altsa gir

[l — Syl < ayyq =

13
P S Gt
13 (n+ 1)2
n=0

en feil som er garantert mindre enn 0.005. Det vil si, vi ma ta med 14 ledd i den alternerende rekken.
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