SIF5003 Matematikk 1
9. desember 1998

Norges teknisk-naturvitenskapelige universitet
Institutt for matematiske fag

Lgsningsforslag

Oppgavesettet har 11 punkter: 1, 2, 3, 4, 5ab, 6, 7ab, 8ab, som teller likt ved bedgmmelsen.

i) alternativ (1), ii) alternativ (3).

Her er sylinderskallmetoden best. Volumet av et sylinderskall er dV = 27rhdz der
r=n/4—ao0g h =1y —y = cosz —sinz. Volumet av rotasjonslegemet blir da, ved
delvis integrasjon,

*ok /4
V:/ dV:Qﬂ/ (7/4 —x)(cosz —sinz) dz
« 0

_ 277{(77/4 — z)(sinz 4 cosz) — /(—1)(sinx + cosz) dw}ZM

= 277{(77/4 — z)(sina + cosz) 4+ (— cosx + sin x)HM = 2n(n/4d-1)=7(2—-7/2).

La z(t) og y(t) vere x- og y-koordinaten til bilen og bussen ved tidspunktet ¢, med
veikrysset i origo. Avstanden z i luftlinje mellom bilen og bussen er da gitt ved

22 :x2+y2.

Ved derivasjon mhp. t far vi

dz dx dy

2:%% — 9% 4 9y
T a T
Nar = 0,3, da/dt = =70, y = 0,4 og dy/dt = 60, er z = /0,32 + 0,42 = 0,5 og
2.05% 22.0,3-(=70)+2-0.4 - 60 o L
. — = . ol — . . som gir — = 0.
) dt 1 1 g dt

Avstanden mellom bil og buss gker altsa med 6 km/h ved dette tidspunktet.
Vi skal vise formelen
1-1'42-2143-3'+---+n-nl=n+ 1! -1, n>1,

ved induksjon. For n = 1 er formelen rett siden venstresiden bare har ett ledd 1-1!=1
og hgyresiden er 2! — 1 = 1. Anta som induksjonshypotese at

(%) 1-1142-2143-31+---+ kKl =(k+1)! - 1.
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Da er

1-11+2-2143-31+---+ (k+ 1) - (k+ 1)!
=[1-1+2-2043 -3+ k-] + (k+1)- (k+ 1)!

*

= [k+1) =1+ (k41 -+ )!=E+2)-(k+ 1) —1=(k+2)! - 1.

—_
~

Ved induksjon fglger at den oppgitte formelen er riktig for alle hele tall n > 1.

a) Differensialligningen er

dP
CC=KL-P)  P0)=PR

Ligningen er separabel (og har den konstante lgsningen P = L). For L — P # 0 far vi,
ved separarasjon av de variable og integrasjon,

dpP y
—— = [ kdt
L-P /
—In(L-P)=kt+C L —
L_Pze—kt—c
P=1-Ae™™ (A=e"9). y=P(t)
Med P(0) = P blir A =L — Fy og
Py
P(t) =L — (L — Py)e™*,
t

b) Fortjenesten F, hvis slaktevekten er P, er
Fit)=b-P(t)—a-t.
For a maksimalisere F' deriverer vi mhp. t og bruker uttrykket for dP/dt fra a):

dF _, P
dt — dt

Vi ser at dF/dt = 0 nar

—a=b-k(L—-P)—a=>bklL —bkP — a.

bkL — a a
pP= - - =
bk bk’
og dette gir maksimum siden
d*F  d /dF d dP
—=—(—) = —|b-k(L - P)—a| = —bk— = —bk*(L — P) < 0.
7 = i) = @b HE-P) - i (L-P)<0

Vi far maksimal fortjeneste ved a slakte dyret nar det veier P = L — a/(bk) kg.
(Hvis L —a/(bk) < Py ma vi slakte straks, dvs. nar t = 0.)
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@ Rekken er alternerende, >_(—1)""'a,, med a,, = (n—1)/n?. Vi sjekker at a,, er avtagende
og at lim,, ., a, = 0. Med

r—1 1 1 , 1 2 r—2
f(f): 22 :E_P er f(f):—P—I-F:— o <0 forz>2.

Funksjonen f(z) (for 2 > 2), og folgelig a,, = f(n), er altsa avtagende. Siden

. . 1 1
lim a, = lim (———2) =0
n—00 n—o0o0 \ N n
er rekken > (—1)"Tla, konvergent ifglge alternerende rekkers test.

For a avgjgre om konvergensen er absolutt eller betinget ma vi undersgke rekken > a,,.
Vi kan bruke grensesammenligningstesten og sammenligner med rekken Y b, = > 1/n
(den harmoniske rekken):

lim — = lim = lim = lim(1—-—
n—co b, n—00 1/n n—oco N n—00 n

an (n—1)/n? n?—n ( 1):1 (> 0).

Siden den harmoniske rekken er divergent, som p-rekke med p = 1(< 1), er > a,
divergent. (Vi kunne ogsa brukt integraltesten for a vise at ) a, divergerer.) Rekken
> (=1)"*la, er altsa betinget konvergent.

Rekkens "neste ledd” er (—1)'a;qg = —9/100. Ifglge alternerende rekkers restleddesti-
mat er da S — Sy negativ og |5 — Sg| < a1p. Vi har altsa

—0,09 < 5 — S5 < 0.

a) Her er

O arctan ¢ arctan x
0) = ——dt =0 ! = —
r0)= [ R =0 ep )= TR

ifglge integralregningens fundamentalteorem. Ved derivasjon far vi
f(x) = ($6 + 1)/(x2 +1) — 62° arctanx‘
(25 4 1)2

Dermed er
f(0)=0, 7 0)=0 og f'(0)=1
Py(z) = f(0)+ f'(0)z + %f”(O)ac2 = %xz.
b) Taylors formel (med Taylorpolynomet fra a)) gir

f”/(Z)
3!

Siden —1 < f"(z) < 0, blir 0,069 < f(0,4) < 0,080.

Ved a bruke Simpsons metode med n = 4 delintervaller og skrittlengde At = 0,1 far vi

7(0,4) = Py(0,4) + R2(0,4) = 0,080 + 0,4  der 0<z<04.

04 arctant At

f(074):/ BT dtz54:_(yo+4‘yl‘|‘2‘92‘|‘4‘93‘|‘y4)7
T | 3
0,1

J04) = = (0 +4-0,0997 + 20,1974 + 4 -0,2912 + 073790) = 0,0779,
£(0,4) 2 0,078.
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a) La s =4—r vaere lengden av stigen mellom bak-
ken og muren. Av figuren ser vi at 2 = s-sin (7 — 6).
Folgelig er

2 2
=4 —-—g5=4—- — =4 — .
" ° sin (7 — 6) sin 0
2
Videre ser vi at § = 7/2 nar stigen er loddrett, og at p
sin(m—0) =2/4, 7 — 0 =7/6, 0 = 57/6 nar stigens il

topp bergrer plankegjerdet. Ergo er 6 € [71'/27 577/6].

b) Husveggen har ligning @ = —1, og for z-koordinaten til stigens topp har vi

b
X

cosf = 4cosf —2— <9<

7
sin @’ 2

w:rcos@:(él—siie) cos

Her er o negativ, og stigen vil ga klar av huset hvis z;, > —1. Siden = 0 nar § = 7 /2
og nar § = 57 /6, ma minimumsverdien komme nar dz/df = 0:

dz . sinf - (—sinf) — cos@ - cos b —92sin%0+1
— = —4sinf — 2 —5 =2 — .
df sin“ 6 sin“ 6

Vi ser at da/df = 0 nar sin®0 = 1/2, sin § = 27'/3. Siden 6 er i 2. kvadrant, er 8 ~ 2,22
(127,5°). Da er cosf = —+/1 —2"2/3 ~ —0,6083 og folgelig Tmin = —0,90 (m). Den

eksakte verdien er
Tmin = — (4 — 2-21/3)(1 — 272/3)1/2

(22/3 _ 1)1/2

_ 1/3/92/3
= —2.21/3(2%° 1) ST

— _2(22/3 _ 1)3/2‘

Stigen vil altsa ha en klaring til husveggen pa 1 — 2(2%/3 — 1)3/2 2 0,10 meter.
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oo o0
—1)" —1)"
Z ( {L/% : Divergent. Z ( 2n) : Absolutt konvergent.
n=1 n=1
o (=" :
Z : Betinget konvergent.
n=1 n
1
z —1)t=1 t — 1) rHepi t
(i) lim z(ex — 1) = lim @ = i (& 1) vHepital €
T—00 T—00 = t—0 t t—0 1
=1
1 —cos2x 1Hoepi 25sin 2 in 2
(i) lim oo Pl g e —lim(1+2?) lim ————
z—0 (arctan .’1?)2 z—0 2arctan x - S} z—0 z—0 arctan x
~ 1. lim sin2r  I'Hopital lim 2cos 2z
-7 z50arctanz 0 20 ﬁ
=2

a) For & finne storste og minste verdi til f"(z) = % over intervallet [0, 2], ser
14+x%)2
vi pa den deriverte f"'(z) til f"(x):

f’"(m)—i 222 (z* + 3) __12$(:v—1)(x+1)(x2+1)
Cdr \ (14at)s ) (1+24)3

Vi ser at £ = 1 er det eneste nullpunktet for f”/(x) i det apne intervallet (0,2). Vi
sammenligner verdiene til f”(z) i det kritiske punktet 2 = 1 og endepunktene z = 0
og z=2: f"(0) =0, f'(1) =2v2=2.828--- og f"(2) = 32217 = 2.168---. Av
dette ser vi at

o =2V2 ro=0 pa intervallet [0, 2].

b) Trapesmetoden med fire delintervaller brukt pa integralet

2
() /0 V1+ztde.
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gir A = 229 = 0.5 (lengden pa delintervallene) og delepunktene zg = 0, z1 = 0.5,

xo =1, z3 = 1.5 og 4 = 2. Med f(z) = V1 + z* far vi tabellen:

T 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
f(x) | 1.0000 | 1.0308 | 1.4142 | 2.4622 | 4.1231

som gir fplgende tilnaermede verdi T} for integralet:

/2 totdent =2 (F(0)+2- F(0.5) +2- £(1.0) + 2+ f(1.5) + f(2.0))
0

2

~ (0.25(1.0000 4 2 - 1.0308 + 2 - 1.4142 + 2 - 2.4622 + 4.1231)

=3.734375 ~ 3.73.

For feilen |ET;,| i trapesmetoden over et intervall [a, b] med n delintervaller har vi

estimatet:

K2(b - a)3

ET,| <
|BT,| < 12n2

hvor Ky er et tall slik at Ky > |f"(z)| for a < z < b.
I vart tilfelle er a = 0, b = 2, n = 4. Fra a) folger at
|f"(z)] < 2v2nar 0 < z < 2, s& vi kan ta Ko = 2v/2.
Dette gir 44

2v/2 .23

ETy| <
B < 43

=.1178511302--- < 0.12.

Mao.: Feilen i trapesmetoden er mindre enn 0.12 . Siden

2(.4
f'(z) = % > 0, er funksjonen f(z) = V1 + z* 0
14+2%)2 _
konkav oppover. Dette betyr at trapesmetoden gir en |
for stor verdi ®, fordi arealet under de approksimerende
trapesene er stgrre enn arealet under kurven (figuren til /

hgyre illustrerer dette for n = 2).

“Dette gir folgende noe grove estimat for integralet (I):

Siden 3.73 < Ty < 3.74 og —0.12 < ET; < 0.12, blir 3.61 <

Ty + ET, = [} VI+ z%dz < 3.86. 0 1

bSiden vi na vet at—0.12 < ETy < 0, far vi et bedre estimat:
3.61 < f02 V14 z4dx < 3.74. Den eksakte verdien, avrundet til to
desimaler, er 3.65.

Anta x # 1 og sett

1_xn+1
P(n): 1+x+x2—|—x3+---+xn:1_x, n=20,1,2,3,...,

dvs., P(n) er pastand nr. n. Vi ma forst sjekke at pastanden P(0) holder:

P(0): =17

=1 , som er riktig.
-z
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Vi antar sa at P(n) er riktig, og viser at dette medforer at ogsa P(n+ 1) er riktig, dvs.,
vi ma vise implikasjonen

P(n) = P(n+1).

For & gjgre dette, skriver vi opp pastanden P(n + 1) og prover a vise at venstresiden
(V.S.) i P(n + 1) er lik hgyresiden (H.S.) i P(n + 1) (under forutsetning av at P(n)
holder):

1— n+ 2
P(n+1): 1+$+m2+x3+---+$"+1:1—m, n=0,1,23,...
i

VS. =l+z4+22+22+ -+ =1 +a+22+23+ - +2") 42"
Pn) 1 —a"*1 ntl _ 1— gttt gt —gnt2 1 gn+2

- 11—z T 1—=x :l—x

= H.S.
som viser at P(n + 1) holder (nar P(n) gjor det). Induksjonsbeviset er dermed ferdig.

Dersom s = s(t) betegner tauleng-

den (i meter) mellom ringen og  24m/min

baugen, og = z(t) betegner (den >~

horisontale) avstanden (i meter) s
Sm

mellom baugen og kaia, har vi til
enhver tid relasjonen: oyl N

X

Derivasjon av denne relasjonen mhp. tiden ¢ gir:

dz ds dz sds
2 =25 e
(*) T g Y m T ra

I det gyeblikket taulengden s = 13 (m), er z = V132 — 52 = /144 = 12 (m). Videre er
det oppgitt at % = —24(m/min). Innsetting i () gir:

d 13
d—f = = - (~24) = =26 (m/min)
dvs., avstanden mellom baten og kaia avtar med 26 m/min.

@ Dersom T' = T'(t) er temperaturen pa Kjell Magnes kontor ved tiden ¢, og Tyte er den
konstante utetemperaturen, sier Newtons lov:

ar

™) o = (T — Ty

hvor k er en positiv konstant. Vi setter forelgpig T'(0) = Tp, og lgser differensialligningen
(N) ved separasjon av de variable:

dT
/7 = —k/dt = In(T — Tye) = =kt +C = T — Type = e ¥
T_Tute

T = Tute + eCeHt

Ifexh99 9. desember 1999 Side 3



SIF5003 Matematikk 1
Eksamen 08.12.1999

Innsetting for ¢ = 0 i den siste ligningen gir:

Ty = Tute + €© = € = Ty — Tite
T = Tute + (To — Tute)e ™
Vi lar £ = 0 svare til klokken 00.00 den 1. januar 2000, og bruker tallverdiene fra
oppgaven: Ty = 19.0, Tye = —36.9. Dette gir:
T = —36.9 + (19.0 — (—36.9))e™* = 55.9 . e+ — 36.9
Bruker sa at T' = 10.8 klokken 01.00, dvs. nar ¢ = 1 (vi maler ¢ i timer):
10.8 +36.9 47.7

10.8 = (55.9)e %1 —36.9 = ¢ % = = =k =1n55.9 — In47.7
(55.9)e € 55.9 55.9 n n

T =559 . ef(ln 55.971n47.7)t —36.9

Bestemmer til slutt nir vannet i glasset begynner & fryse, dvs. nar 7" = 0:
36.9
55.9

~ 2.6183 ~ 2 timer og 37 min.,

T = 55.9 . ¢~ (I055:9-In47.7)t _ 36 g _ () = o—(In55.9-n47.7)¢ _

~ Inb55.9 —1n36.9
~ In55.9 —In47.7
ao.: Vannet begynner a fryse ca. kl. 02.87 den 1. januar 2000.

Vi bruker forholdstesten pa rekken Y o° | sin(1)z", og far, med u, = sin(L)z™:
i |Gt | 51n(%)|$|n+1 B 31n(n+1)| |H6p_ita1 . cos(nH)(— — 2)|x|
% | T (Dl e i) B eos(D) (%)
cos () 1
= im a2l = [l

cos 0 n—oo (1 4 E)

I folge forholdstesten har vi at rekken konvergerer nar |z| < 1 og divergerer nar |z| > 1,
dvs.: Konvergensradien R = 1.
Endepunkter.
z =1: Vi far den positive rekken > >, s1n( ). Grensesammenligning med den har-
moniske rekken Y0 | L gir:
sin(L) ¢
1
n

sint I'Hopital cost
lim——=1.
0 t t—0 1

1m
n—00

_1

= lim
t=

Siden 1 > 0 og den harmoniske rekken er divergent, fglger ved grensesammenligning-

stesten at Y oo sin(L) er divergent.

z = —1: Her fir vi den alternerende rekken Y o°  (—1)"sin(1). Med a, = sin() har

vianpy, = Sln(n-l—l) < sm(l) = Gy, 0g limy, o0 a, = lim,_ o sm(}l) = 0, sa rekken er

konvergent i folge testen for alternerende rekker.

Siden vi har rotasjon om z-aksen, bruker vi formelen A = [ 2my ds for overflatearealet
til rotasjonslegemet. Vi har ds = /z'(t)? + y/(t)? dt, som med z = sint og y = 2+ cost

gir ds = \/cos?t +sin? t dt = dt, sa
sk 27
A= / 2y ds = / 210(2 + cost) dt = 2n[2t + sint]2" = 2x[2- 27 + 0 — O]
* 0

= 872
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SIF5003 Matematikk 1
Eksamen 08.12.1999

@ Siden V = [ m(g(u))? du, har vi ‘fi—‘t/ = %—‘;% = mg(y)? - % ved kjerneregelen. Dersom
vi kombinerer dette med Torricellis lov og opplysningen z—Z{ = —c (hvor ¢ er en positiv
konstant), far vi:

W =g Y =gy (~0) = —hyF
k1
= 9(y) =/ y?

e 0
N kE_3
c 2
3 1
= gy = 5.9

Ifexh99 9. desember 1999 Side 5



@NINU SIF5003 Matematikk 1
Institutt for matematiske fag eksamen 05.08.00

Lgsningsforslag

() Vi har lirél+ (" +e™?) Ve _ 950 — oo og liI(I)E (e" + e’x)l/z =927 —0.

/

Grenseverdien lim (ex + e‘“)l * eksisterer folgelig ikke.

x—0

() lim (\/t+t2 —t) — lim ¢ (m— 1) = lim VUEHL=L

t—o00 t—o0 1/t
. Vu+1—-1<«p0 . 1/2Vu+1) 1
= lim ——— £ lim X~ —_
u—0t u u—0t 1 2
Y Volumet V' ved rotasjon om y-aksen kan vi finne f.eks.
b (1,1) ved hjelp av sylinderskallmetoden:
y=z *ok 1 5
V= 2mrdA = | 2mx(zx —a°)dx
* 0
y=a? 1
:27r/ (2% — %) da = T
0 6
, Overflatearealet er A = A1+ Aoy der av A; er arealet av
* Lo rotasjonsparaboloiden og A er arealet av kjegleflaten:

1

*ok 1
A :/ omr ds :/ oray/1 + (22)2 dx = {2(1 +4x2)3/2} - % (5\/3— 1)
* 0 0

A2:7r7"5:7r'1'\/§=77\/§, A:A1+A2:%(6\/§+5\/5—1).

Vi skal vise formelen

n(n+1)

2
5 } formn=1,23, ...

P, : 13+23+33+---—|—n3=[

ved induksjon. For n = 1 er formelen riktig siden 13 = [(1-2)/2]*. Vi antar si at P, er
riktig for n =k, 13 +23 433 +... + k3 = [%k(k: + 1)]2. Vi ma vise at den da ogsa er riktig
forn="k+1,dvs.atdaer 13+23+33+... + (k+1)3 = [%(k+1)(k+2)]2:

P42 (k+1P2=(P+22 +3 4+ + ) + (k+1)°

Ved induksjon fglger at formelen P, er riktig for alle positive hele tall.

[fSIF5003k00 27. oktober 2003 Side 1




SIF5003 Matematikk 1 eksamen 05.08.00

Volumet av ballongen er V = %WTS, og overflatearealet er A = 47r?. Volumets vekstrate, i
cm? /s, er 1000 = dV/dt = 4nr2dr/dt. Da far vi
dr 1000 op folocli dA g Tdr g rlOOO 2000
_— = — _— = mwnmr— = myr— = .
dt  4mr? & Wiecle dt dt 472 r

Nar r = 25 cm, er altsa dA/dt = 2000/25 = 80 (cm?/s).

Vi kan skissere kurven ved a regne ut x = sint, y = sin 2t og dy/dx = y/& = 2 cos 2t/ cost
for forskjellige verdier av t, eller vi kan finne en ligning for kurven ved a eliminere para-
meteren ¢:

y =sin2t = 2sintcost = 2sint (:I: 1—sin2t) = +2z/1 — 22,

Kurven er symmetrisk om z-aksen og y- 1:y
aksen, sa vi trenger bare punkter i fgrste 5,
kvadrant. 1
t | x | y | dy/dx -1 o5 O\ o5 x
0 0 0 2 ]
T/A| 12| 1 0 Vot
/2 1 0 00 ]

Fra tabellen med x, y og dy/dx ser vi at tangenten y — yo = k(x — x¢) i punktene med
parameterverdier ¢ = 0 og t = /4 blir

t=0: y=2ux, t=mw/4: y=1.

For arealet A av omradet begrenset av kurven far vi

w/2

1 /2 /2 2 8
A:4/ yd:c:4/ sin 2¢ (cos t dt) :4/ 2sintcothdt:4[——cosgt] =-.
0 0 0 3 0 3

@ Vi har ¢ = 0 nar det begynner & sng med konstant rate r. Ved tiden ¢ er sngdybden da
h = rt. La plogens bredde vaere b. Hvis = z(t) er vegstrekningen som plogen har kjort,
og V =V (t) er bortryddet sngmengde, har vi

Vi har gitt at plogen rydder sng med konstant rate, dV/dt = a, og far

dz
ta =k (der k = a/br).

Differensialligningen kan skrives dz/dt = k/t og har generell lgsning z(t) = klnt + C. Vi
setter t = tg nar plogen begynner a kjgre kl. 0600, og bestemmer ¢ ved a sette inn de gitte

opplysningene.
(k1. 0600) x(tg) =0 : 0=Fklnty+C (1)
(kl. 0700) x(to+1)=5 : S5=kln(to+1)+C (2)

(kl. 0900)  z(to+3)=10: 10=kln(to+3)+C  (3)

[fSIF5003k00 27. oktober 2003 Side 2



SIF5003 Matematikk 1 eksamen 05.08.00

Av ligning (1) far vi C = —kIntp som innsatt i (2) og (3) gir

to+1

5= kln(fo+1) — klnt = kln 0"

0

to+3
10 = kln (to + 3) — klnto = k1n 0: .

0

Herav fglger
2
lnw:ﬂnto—'_l:ln fo+1 .
to to to

Dermed er to(to + 3) = (to + 1)2 og folgelig tg = 1. Plogen startet altsa to = 1 time etter
at det begynte a sng, det betyr at sngfallet startet kl. 0500.

a) Siden f(1) = -3 <0, f(2) =5 > 0 og f er deriverbar og folgelig kontinuerlig, har f
minst ett nullpunkt a € (1,2) ifglge skjeeringssetningen.

Siden f’(z) > 0 er f strengt voksende pa intervallet [1,2], og a er dermed det eneste
nullpunktet for f i dette intervallet.

b) La {z,} vere folgen av tilnsermingsverdier
til a som vi far ved & bruke Newtons metode med
startverdi zg = 2.

Grafen til f er voksende pa [1,2] (fordi f/'(z) >

0), og den blir brattere og brattere (med brattere @ Tt Tn
tangent) jo stgrre z er (fordi f”(x) > 0). Derfor = f ()

ser grafen ut som pa figuren, og tangenten i et

punkt (x,, f(zy,)) der z, > a ma skjsere z-aksen Yy=1"(zn)(@—zn)+f(Tn)

i et punkt mellom a og x,. Det vil si
(%) a < Tpy1 < Ty form=0,1,2,... .
Av (%) far vi at folgen {z,} er avtagende og nedtil begrenset, og dermed konvergent,
lim,, oo T, = L. Folgen er gitt ved z,,+1 = x, — f(xn)/f (zn). Ved & ta grenseverdien pa
begge sider far vi lim, oo Tpt1 = limy oo Ty — f(limy oo 2p)/f' (limy, o0 ;) siden f og
[’ er kontinuerlige. L = L — f(L)/f'(L) medferer f(L) = 0, og grenseverdien L er altsa
nullpunkt for f i intervallet (1,2). Men f har bare ett nullpunkt, a, i dette intervallet. Ergo
er L =aog lim z, = a.

n—oo

a) Vi skal bruke Simpsons metode med 4 delintervaller. Da er At = i\/ﬂ'/ =/7/8, og

vi far fglgende tabell med t; = iAt og y; = sin (tf) fori=0,1,...4:
0 ‘ VT8 ‘ 2/7/8 ‘ 3VT/8 | /7/2

Yi 0 ‘ 0.04907 ‘ 0.19509 ‘ 0.42756 ‘ 0.70711
Da far vi, nar vi avrunder sluttsvaret til 4 desimaler,
\/7/4 . ) At

/ sin (t ) dt = Sy = 3 (yo + 4y1 + 2y2 + 4ys + y4) = 0.2218.
0
b) For f(z) = sinz er Taylorpolynomet P gitt ved P3(x) = x — 23/6. Bruker vi Ps(z)
som tilnserming til f(z) far vi, med = = ¢2, sin (t?) ~ t? — t5/6. Det gir
/\/71'/4

0

t;

w/4 w/4
sin (%) dt ~ / (t* — 31°) at = [%t?’ - ﬁﬂ]o

0
1 /m\3/2 1 /m\7/2
(5" = (T)" = 0221
3(4) 42 (4> 0 8

der sluttsvaret igjen er avrundet til 4 desimaler.
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SIF5003 Matematikk 1, 6. desember 2000

Lgsningsforslag
Oppgave 1
Dreid om y—aksen: (iv). Dreid om z = —1: (iii).
Oppgave 2

Om bredden pa rektanglet er 2z og hgyden er y finner vi for det ukjente arealet A og den
kjente omkretsen 10:

A=2xy+ %wx%
10 =2+ m)x +2y.
Den siste ligningen gir y = 5 — (1 4+ 7/2)x, sa
A=10z — (24 m)z? + $ma? = 102 — (2 + 3m)z%

Her kan x variere fra 0 til den verdien som gir y = 0, altsa 0 < x < 10/(2 4 7). Vi ser etter
et maksimum i det indre av dette intervallet:
dA 10

52107(4+7T){L‘:01120ﬂ‘$: g

Denne verdien ligger i det indre av intervallet, og siden A(x) er et annengradspolynom med
negativ ledende koeffisient trenger vi ikke en gang sjekke endepunktene. Den tilsvarende

verdien for y er
T 10 + 57 10
:5—(1 —) —5_ - .
Y ta)? Atn  4d+n

20 10
Det optimale rektanglet er altsa m bredt og —— m hgyt.
7r 447

loesning.tex,v 1.5



SIF5008 Matematikk 1, 2000-12-06 Lgsningsforslag

Oppgave 3

Vi prever oss med forholdskriteriet:

3
lim (n+ Dln +3)4m = lim —n(n +2) . M = m
n—00 a2 S nso (n+1)(n+3) 4 4

n(n + 2)4n
sa rekken konvergerer nar |z| < 4 og divergerer nar |z| > 4, og konvergensradien blir R = 4.

For v+ = +4 er

xn+2

n(n + 2)4m

__ 16 _16
Cn(n+2) " n?’

sa rekken er absolutt konvergent ved sammenligning med den konvergente rekken > 2 | 16/ n?.

Leddvis derivasjon (som er tillatt i det indre av konvergensintervallet, altsa for |z| < 4) gir

70)=3 T =a3 2(5) = - (1-3)

hvor den siste likheten fremkommer ved a bytte ut  med —z/4 i den kjente rekken

= ()

In(l1+z) = Z Tx"
n=1

eller ved a derivere en gang til, som gir en geometrisk rekke med kjent sum, og sa integrere
tilbake.

2 loesning.tex,v 1.5



SIF5008 Matematikk 1, 2000-12-06 Lgsningsforslag

Oppgave 4

Erstatter vi  med t* i den oppgitte formelen far vi

V1+th 1+1t4 1_# 0<z<t?
= — z .
2 8(1+2)3%

Salenge 0 <t < 1 er daogsa 0 <z < 1,slik at 1 < (14 2)%? < 23/2 = 2¢/2. Dermed er (vi
ma snu ulikhetene en gang nar vi inverterer, og en gang til fordi vi trekker fra):
4 8 4 t8

ttot t
I+ - - <VIit+tt<l+ 5~

2 8 2 16V2°

Vi vil integrere denne ulikheten over [0, 1]. Vi har

1 t4 t5 1 5
dt = [t } —11, /t dt =
/0 ( 2) T 0

slik at
1
11——</ V1+trdt <11 -
9-16v/2
som praktisk talt er hva vi skulle vise.
Oppgave 5
Kall de tre funksjonene i grafene A, B og C. Om vi setter F(x fo t) dt skal vi identi-

fisere ', F' og F" blant A, B og C. Her finnes neer sagt utalhge muhgheter for & eliminere
mulighetene slik at bare en gjenstar. For eksempel kan vi merke oss at:

o A’ # B fordi A'(z) > 0 nar z < 0,

e B’ # C fordi B'(0) > 0,

o C'# Aog C'+# B fordi C'(0) <0.
Eneste gjenstaende muligheter er A’ =C, B'= A, slikat B=F, A=B' =f,C=A = f.
Sagt med andre ord: A) er (i); B) er (iii); C) er (ii).

Vi finner

' ™ 7T T

3 loesning.tex,v 1.5
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Oppgave 6

Om vi kaller musepopulasjonen P(t) finner vi
P’ = k(1 — cos(27t)) P.

Dette er en separabel differensialligning med konstant lgsning P = 0, som vi lgser slik:

dP
- = k;/ (1 — cos(2mt)) dt;
1np:k;(t—w> + Ch;
7r
B sin(27t)
i)

Dataene vi har fatt oppgitt gir P(0) = 10 og P(1) = 20, som innsatt gir C = 10, Ce¥ = 20.
Sa vi har k = In 2, og derfor

P(t) = 10exp <(t _ Sm;it)) In 2> — 10 . ot—sin(mt)/(2m)

™

Oppgave 007
Fra figuren (kameraet i K, agenten i B) finner vi
x =10tanf Bl T

som ved derivasjon med hensyn pa tiden t gir

de 10 do
dt  cos26 dt’
Men figuren gir ogsa L
10
0=— X
cos i
og kombinerer vi disse resultatene far vi
do cos?§ |dx 10 |dx 10 0
’ dt 10 |dt| L2 |dt| 3027 ’ K \
som er et mal pa hvor fort kameraet dreier, i radianer per sekund. 10

(Det er flere andre relasjoner som kan leses ut av figuren og even-
tuelt deriveres, slik at oppgaven kan lgses pa mange mater. Den
ovenstaende er den korteste av alle lgsningene vi har funnet sa langt.)

4 loesning.tex,v 1.5
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Oppgave 8

Det er antagelig greiest i begge tilfellene a bare regne ut arealet av den hgyre halvdelen av
kurven og sa gange med to.

For den fgrste kurven er hgyre halvdel gitt ved 0 < t < 7, og arealet er gitt ved:

™ ™
A = 2/ ydr = 2/ Lsin(2t) cost dt
t=0 0

iy
:2/ sin t cos? t dt :2[— %cos3t]g = %.
0

For den andre kurven er gyldige verdier av @ gitt ved r2 > 0, altsa cos(26) > 0. Det gir oss

—%ngeg%wm

for et heltall k. For hver lovlig 6 har vi to mulige valg: r = £/cos(26). A velge minustegnet
er jevngodt med a legge 7 til 8 og velge plusstegnet, sa vi finner at hgyre halvdel gitt ved

7r T
—<0< -
4 = — 4

r >0,

og arealet blir
/4 /4 /4
to=2 7 dr2an= [ cosan)an = 3] 7, -1
—7/4 —7/4

Siden 4/3 > 1 ma den forste kurven vaere den ytterste.

Oppgave 9
For a finne Taylorpolynomet til annen grad i x = 1 trenger vi a finne f(1), f'(1) og f”(1).
Setter vi inn z = 1 i den gitte ligningen finner vi ye¥ = 0, sa y = 0, og derfor er f(1) = 0.
Deriverer vi den gitte ligningen med hensyn pa x far vi

2z + (1 +y)e¥y’ = 0. (1)
Setter vi sa inn z = 1 og y = 0 her, far vi 24y’ =0, slik at f/(1) = —2.
Til sist deriverer vi (1) med hensyn pa x og finner

24+ 2+y)ed(y)* + (1+y)edy” =0.

Her kan vi sette inn x = 1, y = 0 og 3 = —2 som gir 2+2(—2)%2 +¢" = 0, slik at f”(1) = —10.

Taylorpolynomet av annen grad er derfor

Py(x) = f(1) + @(:c -1)= %(m —1)2=2(z—1) —5(z — 1)

5 loesning.tex,v 1.5



LOSNINGSFORSLAG TIL EKSAMEN I SIF5003 MATEMATIKK 1
31 juli 2001

Oppgave 1. Akselerasjonen er
a(t) = v'(t) = 0.0012¢* — 0.06 ¢ + 8.
Vi sgker maksimum og minimum pa intervallet [0, 120].
a'(t) = 0.0024¢ — 0.06 =0 for ¢ = 0.06/0.0024 = 25.
Videre er a’(t) < 0 for t < 25 og a’(¢t) > 0 for t > 25. a(t) har derfor minimum for
t = 25 og maksimum i et endepunkt for intervallet. Siden a(0) = 8 og a(120) =

18.08, er maksimal akselerasjon a(120) = 18.08 m/s’>. Minimal akselerasjon er

a(25) = 7.25m/s”.

Oppgave 2.
* % 1 t8 1 T
(4) V= 7T$2dy:/ 7t - 2t dt = {27r—] =—.
. 0 81, 4
*% 1 1 T
(i) V :/ (2—y)-2m xd :/ (2—t*—1)2nt33t%dt = 67r/ (> —t")dt = —
* 0 0
Oppgave 3
a) Trapesmetoden med fire delintervaller gir
s 3-1 1
1 f(@)de ~ Ty = —— - 5{f(1) +2f(3/2) +2f(2) + 2/(5/2) + f(3)}
T
4 2 2 4
Videre gjelder
5 (3-1)3 5
z)dx —T. _— 2.
e S TIVER TR
b) La F( ) = [f( )]2 Med n delintervaller, er feilen begrenset av M - (3 —

1)3/(12 - n?), der M er en positiv konstant slik at |[F”(z)] < M for 1 < z < 3.
Vi har F'(z) = 2f(z) - f'(x) og F"(z) = 2f'(z)f'(x) + 2f(x) f"(x). Det vil si at
|F"(z)| < 2|f'(z)]* + 2|f(z)f"(z)] < 2-42+2-3-5 = 62. Vi kan derfor bruke
M = 62.

Feilen er hgyst 10~% nar

62 - 23 62 -8
<1074, detvilsi, n?>-——.10%

12-n2 — - 12

som holder for n > 643.



2

Oppgave 4 La Tg vere Dollys temperatur, og la T'(t) vaere termometerets tem-
peratur ved tidspunkt ¢. Da gjelder

T'(t) = k(Ts — T(t))

der k er en positiv proporsjonalitetskonstant. Vi lgser den separable differensial-

ligningen:
dr
=k [ dt
/ Ts —T /

—In|Ts —T| =kt +C;
Ts —T(t) = Ce ¥

der C er en vilkarlig reell konstant. Vi har videre

TO) =15 = Ts—15=C = Ts—T(t)=(Ts—15)e "

10k _ Ts =25
Ts — 15
Ts —25\°

Ts — 15>

T(10) =25 = Ts—25=(Tg—15)e %% =

T(20) =31 = Ts—31=(Ts—15)e 2% = (Tg — 15)- <
som er en ligning for Ts. Ligningen kan skrives
T2 — 46Ts + 465 = T2 — 50Ts + 625
og har lgsning T's = 40.

Oppgave 5

(i) Forholdstesten viser at rekken konvergerer absolutt siden

B 2
:(n+1)e (2n+1) :n+1e_(n+1)z+n2:<1+l>e—2n—1_)1.0:0
ne-"m n "

a'n—‘,—l
Qp

nar n — oo.

(ii) Rekken er alternerende, men alternerende rekketesten kan ikke brukes her
fordi leddene ikke avtar monotont mot 0.

Pa den annen side er Y (—1)"/+/n en konvergent rekke ved alternerende rekketesten,
mens Y 1/n er den harmoniske rekken som divergerer. Altsa kan ikke rekken kon-
vergere. Konklusjon: rekken divergerer.

Oppgave 6 Radien i bgtten ved hgyde y = h er x = h/3 + 10. Nar vannet nar
hcm opp i bgtten, er vannmengden i bgtten

h h3
V(h) = 7%(102 +10- (h/3+10) + (/3 +10)%) = % (5 +10h% + 300h>
ifglge formelen for volumet av en avkortet kjegle (Rottman side 34). Vi sgker dh/dt

nar dV/dt = 1 cm?®/s. Kjerneregelen gir
dh _dh dV 1 1

dt dv ot 27 (B4 20K + 300)




For h = 10 gir dette

dh _ 9 1 _ 9
dt m 100+ 600+ 900 16007

Oppgave 7 Det lukkede integrasjonsintervallet ligger innenfor det apne konver-
gensintervallet for rekken

1 (e .e] [e o]
T = d (=ah)r =) (-1)ra*™ for |2t < 1.
n=0 n=0

Vi kan derfor integrere rekken leddvis. Det gir

/2 4 = 1/2 yngin g oo - (1/2)4m 41
/0 da:—Z/O (—1ratrde = S (—1n 2

1+ z4 dn + 1

Dette er en alternerende rekke med monotont avtagende ledd. Siden (1/2)'3/13 ~
9-107% < 107, holder det & ta med tre ledd av rekken. Det gir

1/2 5 9
/ 1 dxr ~ % (1/2) + (1/2) ~ (0.4940.
0

1+ z4 5 9
Oppgave 8 Lengden av grafen er

L:/***ds:/oz\/Wda:

der f'(z) = /(23 +2)? — 1 ved fundamentalteoremet for integralregningen. Det
gir
2 2 2
L:/ \/1+(:r;3-|—2)2—1d:r;:/ |a;3+2|d:r;:/ (2% +2)dz = 8.
0 0 0
Oppgave 9
(i) Ved L’Hopitals regel gjelder
-1 !
Lowf@) -1 ) taf (@)
z—1+  x—1 z—1+ 1
der f(x) gar mot 1 og f'(z) = y/zf(z) — 1 gar mot 0. Altsa er
—1
im @=L
e—1+ T —1
(ii) Ogsa her kan vi bruke L’Hépitals regel:
-1 /
lim f(z) = lim @)

Rl P T e S Y T

der f'(z) = \/zf(xz) — 1. Altsa har vi
fl@) -1 2 fllz) 2 zf(z) =1 _ 2

lim lim =- lim {/ —— =~

z—1t (.’13 — 1)3/2 B § z—1t /o — 1 3 z—1t z—1 3
der vi har brukt resultatet fra (i).
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Lgsningsforslag

Oppgave 1

For den forste grensen far vi et oo/co-uttrykk, og bruker L’Hopitals regel (markert ved =) :

1
. Inx « . T . 1 sin x
lim . = lim = lim . =1.
z—0+t Insinx  z—ot+ COST 4 o+ \cosz =
sinx

For den andre far vi et oo - O-uttrykk som vi gjor om til et 0/0-uttrykk.
Substitusjonen u = 1/x fgr vi bruker L’Hépital sparer bare litt arbeid:

1/3
N (1+1)/ —1
lim x(,/1+——1)= lim z
T—00 €T T—00
QT+u)3 -1,  1+u) 1

u—0t U u—0t 1 3

K=

Oppgave 2

Kaller vi vinkelen i figuren «, vil trapeset fa hgyde sin . Den gvre siden far lengde 2 cos a,
og den nedre har lengde 2, sa arealet er

A(a) = sina(1 + cos ), 0<a< g
For a finne det stgrste arealet deriverer vi:

A .2 2
— =cosa(l +cosa) —sin“a = 2cos“a+ cosa — 1

do

hvor vi brukte sin?

dA 1 1
d—:0(:>2c082a+cosa—1:0<:>cosa:Z(—l:l:\/1+8)(:>cosa€{—1,5}.
o

a =1 — cos? a. Dette gir

Eneste kritiske punkt i (0,7/2) er der hvor cosa = %, eller o = /3. For a finne maksimum
av funksjonen A over [0,7/2] ma vi sjekke dette punktet og endepunktene. Men A(0) = 0,
A(r/3) = 3V/3(1+ %) = 3V/3, og A(m/2) = 1. Av disse er A(r/3) storst.

Vi ender med tre ekvivalente beskrivelser for det maksimale trapeset: o = 7 /3; gvre side er
halvparten sa lang som nedre side; hgyden er %\/g Arealet blir %\/3

loesning.tex,v 1.5
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Oppgave 3

Integralregningens fundamentalsetning gir oss
f'(x) = Va2e2® 1.
Buelengden blir dermed (bruk substitusjonen u = 22, du = 2z dz i det siste integralet)

82/12\/1+(f/(CU))Qd-T:/12\/56262x2d$:/121‘6$2d$: Be””Qﬁ:

(e* —e).

D=

Oppgave 4

Divergensen av den fgrste rekken vises ved integraltesten, der vi benytter den avtagende
funksjonen f(z) =1/(zVInx):

*  dx * 1 b
dr = —du = lim [2 u} = 0.
/z zVInzx 2 VU b—oo0 Vu In2

Den andre rekken konvergerer ved testen for alternerende rekker, siden fortegnene alternerer,
absoluttverdien av n-te ledd avtar med n (fordi nevneren vokser), og n-te ledd gar mot 0 nar
n — oo.

Den konvergerer ikke absolutt. Dette kan vises ved grensesammenligning med den fgrste
rekken, fordi
1
(n+vn)Vlnon n .
T = lim = lim I
n—oo N + \/ﬁ n—oo 14

nvInn vn

Altsa er den andre rekken betinget konvergent.

lim

n—~o0

=1.

Vi kan bruke forholdstesten:

2n+3x2n+2 3

(n+1)! 2 + 3 ) 2+ )
limz—lzlim 5 ] 1x:lim 1 n r =0<1
e Bl ree@rAldl) e (2+) @+

n!
for alle x, sa rekken er (absolutt) konvergent for alle x.

Rekkens sum for z = 1 kan finnes pa en av (minst) to mater. Den forste metoden er a sette
inn z = 1 og dele rekken i to:

o+l =2 <1
Y T it
n=0 n=0 n=0

2 loesning.tex,v 1.5
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Den siste summen kjenner vi igjen; den har sum e (den er Taylorrekken for e* med x = 1).
Den fgrste summen kan skrives

= 2n . n ad 1 <1
2o TP PG
n=0 n=1 n=1 k=0

Altsa er den sgkte summen lik 2e + e = 3e.

Den andre metoden gar ut pa a fgrst finne summen for alle x. Vi bruker at potensrekker kan
deriveres leddvis:

o0 o0 o0
2n+1 ,, d pntt d ( $2”> d B 2 9 2
nZ:;) n! * d$nZ:;) n! dx :anz;) n! dx(xe ) = (2274 De™,

hvor vi sa setter inn « = 1 og far summen lik 3e som for.

3 loesning.tex,v 1.5
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Oppgave 5

En rimelig tolkning av opplysningen om halveringstiden ma veere M (7) ~ %M (0), det vil si
e~ ™ ~ 1. Det gir k ~ (In2)/7 ~ 0,099.

Vi presenterer her to mater a vise den gitte formelen pa. For enkelhets skyld innfgrer vi
v = e %1, Etter ett dggn uten tilfgrsel av thyroxin har altsa stoffmengden i kroppen sunket
til v ganger den opprinnelige verdien.

Den forste metoden er a se at, om thyroxinmengden i kroppen er M,, etter dagens dose pa
dag n, etter den yM,, like for dagens dose neste dag. Sa gir vi en dose pa 0,1, og far dermed

() Myi1 = 0,1 + v M,.

Den oppgitte formelen gir M7 = 0,1, som er rimelig dersom pasienten ikke hadde noe thyroxin
i kroppen fgr behandlingen startet pa dag 1.

Anta na at den oppgitte formelen er riktig for n = k, det vil si at

1— k
My =01-—"1
|
Anvender vi (%) far vi da
1—A" 1— 1—A" 1 —Antl
Mgy = 0.1 +4My =01 4017200 g 2272023, 120"
11—~ 1—7x 11—

som er den oppgitte formelen for n = k+1. Den oppgitte formelen folger derfor ved induksjon.

Den andre metoden gar ut pa a legge merke til at etter dagens dose pa dag n skriver thy-
roxinmengden i kroppen seg fra n forskjellige doser: Hele dagens dose (0,1), det som er igjen
av garsdagens dose (0,1+), og sa videre. Det som er igjen fra dosen gitt for j dager siden er
0,117, og dermed blir

n—1 A 1_’Yn
anzgo’”” =0,1 =
]:

ved den vanlige formelen for en endelig sum av en geometrisk rekke.

Siden lim,_,o ¢7% = 0 blir

. 1—e 0ln 0,1
Jm 01— = 77— 1

Denne verdien kaller vi altsa M,. Vi finner

M, >095M, < 1—e¢ %" >095 < ¢ %" <0,05
<= %" > 20 <= n > 101020 ~ 29,96.

Forst pa dag 30, altsa 29 dager etter at behandlingen startet, vil altsd medisinmengden
overstige 95% av grenseverdien.
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Oppgave 6

Ligningen er separabel, og standard lgsningsmetode gir

1
“/dyz—/dt.
)

Integrasjon av dette gir umiddelbart
y+hny=C—1t

som pastatt i oppgaven. (Ligningen har ogsa den konstante lgsningen y = 0, men den inter-
esserer oss ikke siden y > 0 var gitt.)

Initialbetingelsen y(0) = 1 kan settes inn i lgsningen (y = 1, t = 0) og gir oss 1 = C' — 0, sa
C =1, og vi har derfor

(%) y+hhy=1-t.

Setter vi sa inn y = 0,3 far vi

t=1-0,3—1n0,3 ~ 1,9040.

A bestemme y(2) er det samme som & lgse () med hensyn pa y der t = 2. Vi skal altsa finne
et nullpunkt for funksjonen

flyy=1+y+Iny.
Newton-iterasjon for ligningen f(y) = 0 er gitt ved

ylzy_f@ﬁzy_l+%+m%:_%m%
mr " f/(yn) " 1_|_1 Yn +1 '
Yn

FEn iterasjon med startverdien yg = 0,3 gir oss

0,31n0,3

~ 0,2778.
1,3 ’

Yy =

5 loesning.tex,v 1.5
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Oppgave 7

Figuren viser at konkoiden skjeerer seg selv i origo, altsa der r = 0. Setter vir= 0 og lgser,
far vi sinf = %, som har to lgsninger med 0 < § < m, nemlig § = 67r og 0 = 677 (For 6
utenfor [67r, 57 blir r < 0. Disse f-verdiene gir de to ubegrensede kurvedelene pa undersiden
av x-aksen.) Utregningen blir litt enklere om vi utnytter symmetrien: sin = sin(w — ) gir
at kurven er symmetrisk om y-aksen. Vi kan ngye oss med a regne ut arealet av den hgyre
halvdelen og gange med 2. Arealet blir da

7T/2 T{'/2 2 7r/2
A:2/ 1r2d0:/ (2- e )d@:/ (4—.i+ = —) do.
7/6 2 /6 sin 0 /6 sinf  sin’6

Det ubestemte integralet av den farste og siste termen kan vel regnes som kjent, mens den

midterste kan integreres slik (med substitusjonen u = cos, du = — sin 6 df):
/ .dG :/ sin 6 dG:/ du
sin 6 1—cos?6 u? —1
1 / 1 1 1 ju—1 1—cosf
L[ (- e el e
2 u—1 wu—+1 2 lu+1 1+ cos6

Dermed blir

/2 4 1 —cosirm
cotd] = g LT
/6 3 1+ cosgm

1—cosf

1—cost e(1
1+ cosf + cot(g)

A= [49—2ln

4 4
=3m 2l — \\;Jrf— T+ V344 (2 VE) = om+ V3 —4In (2+V3)
(Det er mange mater a uttrykke svaret pa.)

Hadde vi slatt opp i Rottmann ville vi ha funnet

/ d6 zlntanQ—FC’

sin 0 2

som ville gitt

0 /2 4
A= {49 — 41Intan 5~ cota:} y =37 + 4Intan %W +/3.
/6
Fra den trigonometriske identiteten
9 1—cos2z
tan“r = ————
1+ cos 2z

far vi tan%w =2—/3.

(Men til eksamen gir vi full score uten noen av disse siste forenklingene.)

6 loesning.tex,v 1.5
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Lgsningsforslag

Oppgavesettet har 10 punkter, som teller likt ved bedgmmelsen.

For n > 1 er %2 +1 > n®? og derfor 1/(n®? +1) < 1/n%?. Rekken 3°°°  1/n%? er en
konvergent rekke (p-rekke med p = % > 1), og den opprinnelige rekken er derfor konvergent
ved sammenligningstesten. [Grensesammenligningstesten kunne ogsa veert brukt.|

For n = 1 har produktet pa venstresiden bare ett ledd, og den sgkte ulikheten blir 2 > 2,
som apenbart er riktig.

Anta at ulikheten holder for n = k > 1. Vi starter med venstresiden nar n = k + 1:

(4 )0 35) 1 ) 20 )
>k+1

=k+1+VEk+1>k+2,

fordi vk + 1 > 1. Ulikheten holder altsa ogsa for n = k + 1, og den holder derfor for alle
heltall n > 1. [I tillegg har vi vist at ulikheten holder strengt for n > 1.]

Hvis rakettens hgyde (malt i meter) er h = h(t), er tan o = h/100. Derivasjon gir

o h
cos2ar 100
nar o males i radianer. Vi setter inn o = 45°, som gir cos @ = %\/ﬁ Videre blir o/ = 5°/s =

5 - P 100 5 50
15T rad/s, sa vi ender med h' = 12 1807 = 97~ 17,45 meter per sekund.

P& grunn av symmetrien vil rektanglet med maksimalt areal ha alle sine hjgrner pa super-
ellipsen. Om vi lar (x,y) betegne hjgrnet i forste kvadrant, blir de andre hjgrnene (+x, +y)
og rektanglets areal blir 4xy.

Oppgaven gar altsa ut pa a finne den maksimale verdien til 4zy nar z > 0, y > 0 og den
gitte ligningen holder. Vi kan lgse ligningen med hensyn pa y:

o=s(1-(3)) "

sa oppgaven er a finne den maksimale verdien til

RS2
f(:v):12x<1—<5>), 0<z<5.

Funksjonen er positiv i det indre av intervallet [0,5] og null i endepunktene, og den er
kontinuerlig i hele intervallet — s den ma oppna sitt maksimum i det indre av intervallet.
Vi finner maksimumspunktet ved derivasjon:

rer=n(i- () B (- ()
(-6 -6 6)

2002—-07-30 Side 1
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sa i 5
f’(x):0@<g> =-—Sr=_—F.

Dette gir da den maksimale verdien:

5 5 1 60
f(m)—l2'm'm—ﬁ~42j4-

Alternativ, superelegant lgsning: Betrakt ulikheten

o= (G- ()) =6+ ) ) =1-2(R)

som gir oss
< 15
x —.
Y
Men ulikheten blir en likhet nar /5 = /3, og da har zy sin stegrste verdi, 15/v/2. Arealet 42y blir
dermed maksimalt 60/+/2.

a) Oppdeling av intervallet [0, 1] i fire delintervall gir fem delepunkter inklusive endepunk-
tene. Vi beregner integranden i disse punktene:

i ‘ 0 1 9 4

1

| o

w0 1 !
cos(x?) ‘ 1,0000 0,9980 0,9689 0,8459 0,5403

Trapesmetoden gir oss tilnsermingen

1
Ty = ﬁ(cos(x%) +2cos(x?) + 2 cos(x3) + 2 cos(x3) + cos(z3)) ~ 0,8957.
For a estimere feilen trenger vi en gvre grense My for |f”(x)|. To gangers derivasjon gir
f"(x) = —2sin(2?) — 422 cos(x?). For 0 < o < 1 er —6 < f’(z) < 0 [fordi 22, sin(x?) og
cos(x?) alle ligger mellom 0 og 1], s& |f”(z)| < 6. Med My = 6 blir feilestimatet
My(b—a)®  6(1—0)3 1

E,| < = =,
| B < 12n2 12n2 o2n2

For & garantere |E,| < 107 ma vi ha 2n? > 10°, som gir n > 100y/5 ~ 223,6. Velger vi
n = 224 skulle vi saledes veere garantert tilstrekkelig ngyaktighet.

Vi kunne funnet en mindre verdi for My ved faktisk 4 bestemme maksimumsverdien for |f”(z)]
over integrasjonsintervallet, men det er ikke mye a vinne pa det. Vi klarer neppe a bestemme denne
verdien analytisk, men en graf overbeviser i det minste om at vi kunne satt My = 4, eller enda litt
lavere. My = 4 i regnestykket over ville gitt n = 183 delintervaller.

Ms = 4 og n =4 gir for gvrig F,; < ﬁ, sa vi kunne godt ngyd oss med to desimaler i beregningen

av Ty. Men oppgaven spurte ikke etter dette feilestimatet.

b) Vi finner Maclaurinrekken til cos(z?) ved & bytte ut # med x? i Maclaurinrekken til

COS I: . 1 . . 1 X
COS(IL’Q) _ Z ((2k§' (.732)2k _ Z ((2k§' $4k.

k=0 k=0

2002-07-30 Side 2
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¢) Maclaurinrekken vi fant over konvergerer for alle z. Vi kan derfor integrere leddvis:

! P N G e T N Gt Ol
/Ocos(:p)d:c—kzo(Qk)!/ox dx_kZO(Qk)!Mkle)'

Dette er en alternerende rekke, og leddene avtar i absoluttverdi. Feilen har derfor samme
fortegn som, og mindre absoluttverdi enn, det forste utelatte leddet i en delsum. Vi stiller
opp en tabell:

k ‘ 0 1 2 3

—1k
(zk;w4g?+_1) 1,000 —0,100 0,0046 —0,0001

Et godt nok estimat for summen skulle dermed veere summen av de fgrste tre leddene,
eller 0,9046. Dette estimatet er for stort, men ikke mer enn ca. 0,0001 for stort.

@ a) Vi finner volumet ved skivemetoden:

4 4 1 1
V= / my? de = 71'/ 28 de = ?77(47 — 17) = 63837r ~ 7352,67.
1 1

b) Vi tar utgangspunkt i integralet [ 2wy ds. Her blir

ds 1+< ) = /1+ (32?) 2dr = \/1+ 924 dz

og dermed

2305

4
2
A:27r/ :U3\/1+93:4d:n:3—g Vudu
1 10

2305
=22 2 T (93059/2 - 109/2) ~ 12872,66.
36 (3" |, 27 !

Her har vi brukt substitusjonen u = 1 + 92*, du = 3623 dz.

Skriver vi om differensialligningen som x3’ = 4 — y? blir det Apenbart at den er separabel.
Innfgrer vi ' = dy/dz og regner formelt videre far vi

[+%- 1%
4—y2 ) x’

For & integrere venstresiden ma vi gjgre en delbrgksoppspaltning. Nevneren pa venstresiden
har faktoriseringen 4 — 32 = (2 — y)(2 + y). Vi prover oss med
1 A B
2 +
4—vy 24y 2—y

som etter multiplikasjon med fellesnevneren 4 — 32 blir
1=A2—-y)+B2+y)=(B—-A)y+2A+B).
Skal dette holde for alle y ma B — A =0 og 2(A+ B) =1, altsd A= B = 1. Vi har altsa

dy 1 1 1 1
=~ [ (——+—Vdy=-(n|2+y/—In|2— C
41— 4/(2+y+2—y)y g0 24yl -2 -y])+

2 2 1/4
‘+ﬂ+c_1‘+y +C

,1
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Alt i alt ender vi med (slar sammen to integrasjonskonstanter til en, og beholder navnet
C for denne)

2
‘ Y =In |z| +C,
og dermed
2
‘ + y = Kly.ﬂ
der K1 = €©. Vi skriver dette som
2
ﬂ Kt
2-y

med K = +K}. Dette er et godt sted & bestemme K: Setter vi inn # = 1 og y = 1 far vi
straks K = 3. Vi far altsa 2 +y = 32%(2 — y), det vil si (32% 4+ 1)y = 2(3z* — 1), og altsa

- 3rt—1
Y= 234 +1°
If 2002-07-30 Side 4
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Oppgave 1

Utregning med skivemetoden gir
h h
V= / mat dy = 7T/ (4y)2/3 dy = % A2Brpbl3 = g VB rpd/3,
0 0

Alternativt kan sylinderskallmetoden brukes, med

(4h)1/3 (4h)1/3
V:/ 27rx(h—y)dac:27r/ :c(h—%:v?’) dx
0 0

som leder til samme svar etter en litt mer inflokt utregning.

Fra svaret i forrige punkt finner vi dV/dh = 2 - 21/37h?/3 (som vi ogsa kan se direkte fordi
tverrsnittsarealet av karet i hoyde y er mz? = 7r(4y)2/3 =2- 21/37ry2/3). For h = 2 blir da
dV/dh = 4z, sa vi finner

av. - dV dh . dh dh )
O @ altsa 10 = 47r$ hvorav priai (dm/s).

Oppgave 2

Newtons avkjglings/-oppvarmingslov har formen

dT
—=a(A-T
o = o )
der konstanten « uttrykker hvor lett varmen ledes inn i eller ut av melken.

Dette er en separabel differensialligning, og standardmetoden gir

daT
iop=ofa
(salenge A —T # 0), altsa —In|A — T| = at + C. Etter multiplikasjon med —1 anvender

vi eksponensialfunksjonen og far [A — T| = e “e™ det vil si T — A = +e Ce* som vi
endelig skriver T'= A + Be™ der B = e~ °.

De oppgitte dataene gir oss T'(0) = 6 og T'(2) = 13 der A = 20. Med andre ord,

20 + B = 6 og 20 + Be 2* = 13.

losning.tex,v 1.3
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N[ =

Den fgrste ligningen gir B = —14, og da vil den andre gi —14e™2% = —7, altsd a = —% In
1

sIn2.

2

Situasjonen i kjgleskapet er lik den pa kjokkenbenken (bortsett fra temperaturen), sa vi ma
regne med samme verdi pa «, mens vi na har en ny og ukjent verdi for A (temperaturen i
kjoleskapet). Vi har to opplysninger som gir 7°(0) = 15 og T'(1) = 12. Ellers har lgsningen
samme form som fgr, sa dette gir de to ligningene

A+ B=150g A+ Be * =12.

Men na er « kjent, og e=® = 2712 = 1/v/2. Den forste av ligningene over gir B = 15 — A
som vi setter inn i den andre, og far A + (15 — A)/v/2 = 12. Dermed er

A_12—15/ﬁ_12¢§—15.ﬂ+1
CO1-1/V2 V21 V241

=9-3vV2=~48 (°C).

Oppgave 3

Den oppgitte rekken med z = ¢ kan skrives In(14t2) = 3% | (—1)" "1 142" nar [¢| < 1. Siden

n=1
integrasjonsintervallet [0, %] ligger innenfor konvergensintervallet for rekken kan vi integrere

leddvis, og fa

1/2 , 00 .1/2 L
In(1 = 1yt _
/0 n(1+ 1) dt ;/g (=)™ —dt
[ A L o o) i
B — n(2n +1)Je=0 = 220 n(2n + 1)

Rekken er alternerende, absoluttverdien av leddene avtar med n og leddene gar mot 0. Dermed
er rekken ikke bare konvergent, men vi kan bruke feilestimatet for alternerende rekker, som
sier at feilen i n-te delsum har mindre tallverdi (og samme fortegn som) forste utelatte ledd.
Vi ma ha feil < 1073, som krever en nevner stgrre enn 1000. Vi regner ut:

n |1 2 3
n(2n + 1) 3 10 21
92n+1 8 32 128

22tln(2n +1) | 24 320 2688

sa vi trenger ikke mer enn to ledd i rekken for & finne summen med gnsket ngyaktighet. Vi

har altsa

1/2 1 1 37
In(1+t)dt~ — — — = " ~0.0385.
/0 n(+ 8 dt~ 5 = 556 = 960 =

2 losning.tex,v 1.3
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For & lgse integralet eksakt, gjor vi en delvis integrasjon med

2t

_ 2 _ _
u—ln(1+t), dU—dt, du—m

dt, v=t
og dermed
1/2
/ In(1 +¢?) dt
0

1/2 /2 9p2
_ [tln(1+t2)]0 —/ o
0

1+¢2
Lk 1/2 9
=zIn? — (2—7>dt
274 /0 1+1¢2
1 5 1/2 1 5 1
:ilnz—[Qt—Qarctant}o :§1n1—1+2arctan§.

Oppgave 4

Ringen som er antydet i figuren, med bredde dr, har cirka areal 27r dr og dermed cirka masse
lik p(r) - 277 dr = 2wr(r 4+ 1)2dr. Dermed er det bare & integrere opp for & finne massen:

R R
m—/ 27rr(r+1)2dr—27r/ (r3 4+ 2r% + 1) dT:W(%R4+%R3+R2).
0 0

Oppgave 5
Derivasjon gir dy = sinh ax dx, sa
ds* = dz® + dy? = (1 + sinh? ax) dz* = cosh? ax dz?.

Sidn cosh ax alltid er positiv, er ds = cosh ax dx, og den sgkte lengden er

1 . 1 .
L:/ cosh az dr — [Smhaaz] 1 _ 281nha.

-1 a a

Hyperbolsk tangens, tanh, er en voksende funksjon (dens deriverte er 1/ cosh? x), sa x tanhx
er en voksende funksjon av x for x > 0. Ligningen xtanhxz = 1 kan derfor ikke ha mer
enn én positiv lgsning. Pa den annen side har den minst en lgsning, for nar x — oo vil
tanhx — 1, slik at xtanhz — o0, og dermed vil spesielt xtanhx > 1 nar x er stor nok.
Videre er x tanh z = 0 nar x = 0, sa skjeeringssetningen sier at x tanhx = 1 for minst en .

3 losning.tex,v 1.3
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Setter vi f(z) = xtanhx — 1 blir f/(2) = tanh 2 + 2/ cosh? z. Resultatet av Newtons metode
kan tabuleres slik:

n In fxn f/xn Tp4+1 = Tn —

( ) ( ) + fl(xn)
0 1 —0,2384058440 1,181568498 1,201770650
1 1,201770650 0,0025097380 1,199677041 1,199678639

2 1,199678639 —0,0000000015 1,199678640 1,199678640

Vi ser at allerede etter to iterasjoner er hele sju desimaler uforandret, og funksjonsverdien er
ogsa blitt sveert liten — sé burde trygt kunne stole pa i hvert fall de fire desimalene oppgaven
spurte etter, altsa = ~ 1,1997 (med korrekt avrunding).

Strekkraften er uttrykt ved sin §, men derivasjon gir oss
tand = /(1) = sinh a.
Forste utfordring blir altsa & uttrykke sinf ved tan 6. Det er lettere & gjore omvendt, og sa

lgse ligningen:
sin 6 sin 0

cost /1 —sin2¢
Multiplikasjon med kvadratroten og kvadrering gir (1 — sin? ) tan? § = sin? 6, og dermed

tan? 0 sinh? a sinh? a 9
o = —— = 5 = tanh” a.
1+ tan=6 1 +sinh“a  cosh®a

sin? 0 =
Siden € hgrer hjemme i fgrste kvadrant blir sin = tanh a. Tyngden av kabelen er proporsjonal
med lengden L (kjent fra a)), sa strekkraften i opphenget er proporsjonal med
L L sinh a cosha

F P— p— pr— pr—
(a) 2sin 0 2tanha atanha a

For a finne nar F'(a) er minimal deriverer vi og setter den deriverte lik null:

inh a — cosh
F’(a):asm a2 1% _ 0 asinha — cosha =0 < atanha = 1.
a

Fra punkt b) vet vi at denne ligningen har presis én positiv lgsning, a ~ 1,1997. Denne ma
gi minimalverdien, fordi F(a) — oo dersom a — 0 eller a — oo. Vertikalavstanden mellom
endepunkt og midtpunkt blir y(1) — y(0) = (cosha — 1)/a ~ 0,6753 eller, med andre ord,
omtrent 34 % av avstanden mellom opphengene.

4 losning.tex,v 1.3
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Oppgave 1

Vi finner

100 — 32
() = V00— — —— _ 2
fz) T O/I0 -2 JI00—z

sa eneste kritiske punkter i det indre av intervallet (0,100) er der hvor f’(z) = 0, altsa
x = 200/3. I endepunktene finner vi f(0) = f(100) = 0, sa maksimum er

(@> 2000
3 3V3'

Julekurven blir en kjegle der sidekanten, fra kjeglespissen til randen, har lengde R = 10 cm.
Om hgyden er h og radien i grunnflaten er r blir 72 + h? = R?, sa volumet er

V= %7['7"2}1 = %71’7’2\/ R?—r2=1ir f(r).
Det maksimale volumet blir da
1 (200> ~ 2000

Vinax = — — 71 ~ 403 cm®.
max 37Tf 3 9\/57'(' cm

Malene pa kurven blir

10
r=,/20 :10\/gcm og h=+VR2—r2=,/100 - 20 = 75 m-
Oppgave 2
Det sgkte arealet blir
™ ™ T
A= %/ r?df = %/ e? do = i[e%} = %(627r —1).

0 0 0

For buelengden finner vi

2_ 22 259 [ (4
ds® = dr? +r2 df (<d9

2
) + 7“2> do? = 2¢%° 492,
sa (om vi bruker notasjonen fra neste punkt)

0
Lo=v2 [ €’ do=v201—eT).

-7
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Samme utregning som over gir

iy

km

k
L= \/5/ e? do = \/5[69} =V2(1 — e ™)eF
—(k+1)7 —(k+1)m
Dermed far vi en geometrisk rekke:
Z Lpy=v2(1-e™) Z e F = /2.
k=0 k=0

Oppgave 3

Her far vi et 0/0-uttrykk, sa vi kan bruke L’Hopitals regel:

y—1 2y’ S0
lim = lim = — = —,
t—0 3 t—0 3t2 3 3
Vi har:
f(0) =1,
f,(t) — % — t2 €y2 _ t2 ef(t)Q

slik at f/(0) = 0,
') = (£ @) = 2eSO" 4 2O 25(1) - /(1) = 2SO (L4 1 (1) (1)
slik at f(0) =0
£ = (1) = 2SO (Lt f () £1(1) + 2t }
slik at f”(0) = 2e°(1 +0) + 0 = 2e.
P(t) er per definisjon Taylorpolynomet av 3. grad til f om ¢ = 0. Det vil si

f10), . f(0) o, f"(0) 3 € 3
t t t°=1 —t°.
U TR T *3

P(t) = f(0)

Oppgave 4

Vi har £(0) = 0 og f'(z) = cosx — 322, s& f(0) = 1 > 0. Dermed er f voksende for sma z,
og f(a) > 0 for en (liten) positiv a. Videre er f(1) =sinl — 1 < 0. Ved skjeeringssetningen
har f minst ett nullpunkt mellom aog 1.

Videre er f”(z) = —sinz — 62 < 0 for z > 0 (for 0 < x < 7 er sinz > 0, og for x > 1/6 er
6x > 1> —sinx). Sa f er konkav for x > 0. f vokser til sitt maksimum for > 0, og avtar
deretter strengt, sa det kan ikke finnes mer enn ett positivt nullpunkt.
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Vi deriverte f to ganger ovenfor. En gang til gir f”/(x) = — cosx — 6. Vi finner
3
F®)(0)
PS(x) = ZT.’Ek =T — %Jjg.
k=0

Dersom vi antar at Ps3(z) er en god tilngerming til f(z) neer nullpunktet til z, kan vi tilnserme
nullpunktet til f ved a sette P3(z) = 0, som gir x = /6/7 ~ 0,926. (I virkeligheten ligger
nullpunktet i neerheten av 0,92863.)

Oppgave 5

For rekken i (i) kan vi bruke integraltesten, siden funksjonen f(z) = 1/(zlnz) er positiv og

avtagende for x > 1.
*® dx o0
= {ln In a:} = oo,
9 xlnzx 2

Rekken i (77) er alterende, siden sinx > 0 for (n — 1)m < z < nm nar n er odde, sinz < 0 nar
n er like.

sa rekken i (i) er divergent.

Leddene a, i rekken har ogsa avtagende absoluttverdi, siden sinx er periodisk mens x gker.

Endelig er lim,,—.o a, = 0, siden

|an|</ liwe L1 0
(n—1)m ¥ (TL - 1)

Ved testen for alternerende rekker er rekken i (i7) konvergent. (Den er faktisk betinget kon-
vergent, siden |a,| > f{:f_l)ﬁ |sinz|/(nm)dz = 2/(nm).)

Oppgave 6

Trapesmetoden med fire delintervaller gir
3—-1

S+ 26(3) +27(2) +2£(3) + (3)) ~ 1,852,

Her har vi regnet med tre desimaler (ikke helt urimelig nar vi betrakter feilestimatet nedenfor

med n = 4), og brukt verdiene

z | 01 3 2 5 3

f(z) | 0,785 088 0955 1,007 1,047

[%TZL:

Feilestimatet for trapesmetoden pa [1,3] med M = % er

(1/4)2° 1

I-T,) < _
| I< 12n2 6n?

Vi sgker en n slik at
1 1000
6z <1077 e n’ > == e n>101/5/3~129,
n
sa n = 13 delintervaller er tilstrekkelig.

3 If.tex,v 1.2
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LOSNINGSFORSLAG EKSAMEN I TMA4100 MATEMATIKK 1,
10. DESEMBER 2003

Oppgave 1
(i) Vi har et “0/0”-uttrykk og kan derfor forsgke L’Hopitals regel:

e — 1 e 260
lim =

t—0 sinx T z—0cosx  cos0
L’Hép

IS

(ii) Vi omformer uttrykket til et “0/0”-uttrykk:

1 1 z—In(x+1)

In(z+1) 2  aln(z+1)

Vi kan dermed bruke L’Hopitals regel eller eventuelt rekkeutvikle teller og nevner (vi gjor det
siste):

z2 z3 1 T
r—In(z+1) z—-z+5 -5+ -5+
xln(z + 1) B $2_§_|_... _1_§+...'

Dermed:
. 1 1 1
lim | —m — =) = -.
e—0\In(x +1) =z 2
Oppgave 2

Vi skal lgse
Yy =—2z(y — 1), y(0) = 2.
Vi observerer at dette er en separabel forsteordens differensialligning:
1 /

) = 2.
y—ly g

d
Vi far dermed —yl = —/29: dx, som gir Inly — 1| = —2% 4 ¢, eller y = ke™* + 1.
y p—
y(0) =2 gir k =1, altsa
y=e * 4+ 1.
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Oppgave 3
Vi kan anta at ligningen
22y + xy =2

definerer y som funksjon av x i neerheten av punktet (1,1). Vi deriverer implisitt:

20y + 2%y +y* + 23y* -y = 0.

3
Setter viinn x =y =1, farvi2+¢y + 1+ 3y =0, dvs. ¢y = 1

—1 3 3 7
Dermed far tangenten i punktet (1, 1) ligning y—l =7 eller y = —1% + 1
x - _—

Oppgave 4
Vi far

2
dA =2nrds =2n(z+ 1)4/1+ (Z—i) dx.

d
Siden d—y = sinh x og cosh® x — sinh? x = 1, fas for arealet A av rotasjonsflaten
x

In2
A :/ 27(z + 1) cosh zdx
0

— 2 [(x 4 1) sinh z — cosh 2]y

=27 [(1n2+1)-%(2—%)—%(2+%)+1

- g(31n2+2).

Oppgave 5

Gitt F(z) = / e~ dt. Vi har ved analysens fundamentalteorem og kjerneregelen
0

2

F'(z) =2z - e 5%,

Videre fas

F'(z) = 2¢~ % 4 95 . (=2 cos 2?)e™ 5%,
Dermed F(0) = F'(0) = 0 og F"(0) = 2 slik at

Py(z) = 2%

Oppgave 6
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n

x
Med a,, = fas
a) Med a NG as
TR LS Y T O AN S S
14+ —
n

Ved forholdstesten er derfor konvergensradien 2. x = 2 gir rekken

=1
27

Side 3 av 5

1
som er en divergent p-rekke (p = 3 < 1). Alternativt kan dette sjekkes ved integraltest.
x = —2 gir den alternerende rekken
= 1
1)
;< NG

N .
som konvergerer fordi — gar monotont mot 0 nar n — oo.

vn

b) La S betegne summen til rekken

Z(_l)n 1 1
e 4 \/n
Sid ! 3 tont t 0. h 1
iden — - —= gar monotont mo ar vi
4n \/ﬁ g ) V
N 11
B S N
— 4 \/n
d0<Ey<— L+
me < N S 4N+1 —N 1
1 1
Siden i =5 ~ 0.00195, kan vi sette
L= 1+1 ! ! —1—1 L o 0.21385
T 416 2 64-43 2 512 ———
med en feil mindre enn 0.00098. Alternativt kan vi finne at
1 1
— . — ~0.00044
45 /5
som er feilskranken om man setter
1 1 1 1 1
L= — o~ —0.21287.



TMA4100 Matematikk 1 10.12.03 Lgsningsforslag Side 4 av 5

Oppgave 7

a) Sett f(z) =¢" —a —2.

Vi har
<0, <0
f,(':E):ex_l 207 Tr =
>0, >0

Videre har vi f(0) = —1. Vi splitter i to tilfeller:

1. Nar x < 0, er f strengt avtagende (siden f'(z) < 0 for x < 0), og vi kan derfor
ha hgyst én lgsning av f(z) = 0. Siden f(—2) = e > 0 og f(0) = —1 < 0, gir
skjeeringssetningen at vi har en lgsning i intervallet (—2,0).

2. Nar z > 0, er f strengt voksende (siden f'(z) > 0 for z > 0), og vi kan derfor
ha hgyst én lgsning av f(z) = 0. Siden f(0) = -1 < 0 og f(2) = e* — 4 > 0, gir
skjeeringssetningen at vi har en lgsning i intervallet (0, 2).

b) Newtons metode gir

flx,) Tpesm — e¥n + 2
Tpal = Ty — = )
+ f(xy) etn — 1

zo = 0 er uegnet fordi vi har f/(0) = 0, som gir 0 i nevneren.

Vi setter zo = 1 og far
o 1
x1 | 1.16395
To | 1.14642

rg | 1.14619
Dermed blir svaret 1.15.

Oppgave 8
Ved skivemetoden er V = / A(x)dx, hvor

-1

—_

A(@:;séﬁs:mﬂzﬁu_mz).

Altsé:V:/lx/g(l—wz)dx:%/g(l—l):%.

Oppgave 9
Sett y(t) = konsentrasjon av forurensning ved tid ¢ (kg/m3). Vi far fglgende differensialligning:

dy 05-5-108—y-5-10° 1

at 8-10° =1505-v)
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med initialverdi y(0) = 2.5. (Tidsenhet er dager.) Vi lgser differensialligningen og far y =
ke~16 + 0.5, dvs. t
y=2e 16405
¢ 1
fordi y(0) =2.5. Vihar y = 1 nar e" 1 = 7 altsa nar

t=16In4 = 321n2 ~ 22.18 dager.

Oppgave 10
Vi finner at

e Omkretsen L av omradet er

1 1
L :y+2x+§(y+2x)+1(y+23:)+---

> 1
= (y + 22) z_:o(i)” =2(y + 2z).
e Arealet A av omradet er
1 1 =1, 4
A:xy+1xy+l—6xy+---:xy2(1) = 3%

L =6 gir y = 3 — 2x og altsa

Az) = %(335 922 = % (% . %)2) ,

3 3 3
dvs. x = — og dermed y = 5 gir maksimalt areal. (Maksimalt areal blir 5)
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Lgsningsforslag

Ved & bruke L’Hopitals regel for “0/0”-uttrykk i overgangene merket () far vi

) . cosx —cos2x (x) ,, —sinx+2sin2x (x) ., —cosx+4cos2xz 3
(i) lim ————— = lim = lim —_
z—0 T z—0 2x z—0 2 2
1/z _ 1 t ] (4 t
(ii) lim z (e¥7 —1) = lim —tim Y g &1
T—00 T—00 l/x t—0+ t t—0+ 1

a) Differensialligningen er separabel og kan (for y # 0) skrives

r, 1
y2y 2241
Ved integrasjon far vi

1
—— = arctanx + C.

Av initialbetingelsen y(0) = 1 far vi C' = —1 — arctan 0 = —1. Lgsningen er fplgelig

1 s

<
Y T 1

1 — arctanzx’

b) Karakteristisk ligning er 2 — 2r — 8 = 0 med rgtter r; = 4 og 7o = —2. Generell lgsning
av differensialligningen blir
y = Ae*® + Be %",

Da er 3 = 4Ae* — 2Be~2% og av initialbetingelsene y(0) = 3 og ¥/(0) = 0 far vi

A+B=3
4A - 2B = 0.

Herav folger A =1 og B = 2, og lgsningen blir

y = el 4 2e72.

Siden

ARV :
lim 2 YT gy o], | = g,
n—oo ’x”/\/ﬁ| n—00 n-+1

er rekken > >, x™/y/n absolutt konvergent nar |z| < 1 ifplge forholdstesten og divergent
nar |z| > 1 ifplge divergenstesten. Konvergensradien er fplgelig R = 1.

Néar « = 1, far vi rekken > 2, 1/4/n som er en divergent p-rekke (p = 1/2 <1).

Nar z = —1, far vi den alternerende rekken » 7 | (—1)"/y/n som konvergerer fordi 1/y/n
gar monotont mot 0 nar n — oo.

TMA4100_2004_08_02_If 2. august 2004 Side 1
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a) Ved implisitt derivasjon med hensyn pa z far vi

dy 1 dy
b— = <.
ot dz 1+acy(y+$d;v>

Lgser vi denne ligningen mhp. dy/dz, far vi
dy  a+azry—y
dr  b+bry—x
Nar (z,y) = (0,0) blir dy/dx = —a/b, tangenten i origo har fglgelig ligning

y—O:—%(x—O), dvs. ax + by = 0.

b) Setter via =b =1 far vi

dy — l+axy—y lHay—y
dv ~ l14+ay—z z—zy—1

I et punkt (z,y) pa K der dy/dz =0er 1+zy—y=0. Daer y =1/(1 — z) som innsatt i
den gitte ligningen (med a = b =1) gir

1 x 1
l—a::1n<1+1—a:> :ln<1_x>:—ln(1—x).

Ligningen til bestemmelse av = kan fglgelig skrives

T +

flz)=0 der f(a:):x—l—ﬁ—i-ln(l—x).

Funksjonen f er definert for x < 1, og den er strengt voksende siden

1 1 xQ—x—i—l_(:n—%)Q—i—%

T EA A wvl et ey s s ey s e R

fla)=1-

Ligningen f(z) = 0 har folgelig hoyst én lgsning. Siden f(—2) = —5/3 +1n3 < 0 og f(0) =
1 > 0, har ligningen, ifplge skjeeringssetningen, en lgsning i intervallet (—2,0).

c) Vi skal finne lgsningen x = r av ligningen f(z) = 0 ved & bruke Newtons metode:

xn—&-l:xn_m, f(x):m+L+ln(1—x), fl(z)=1+ ! 1

1—2)2 1—a

1—2z
Vi skal finne r med to desimaler, og bruker fire desimaler i mellomregningene.

n| mn | l—wza| flza) | F(@n) | fl@n)/f (z0)
0 | —1.0000 2.0000‘ 0.1932‘0.7500‘ 0.2575

1| —=1.2575 | 2.2575 | —0.0007 | 0.7530 | —0.0009
2 | —1.2566

Med to desimaler er x; = x9. Avrundet til 2 desimaler er fglgelig r = —1.26.

Tiden T som mannen bruker fra A til B er gitt ved

T — 200 N 40 cos(0/2)

Zeos/4) 0<6<m.
6 3 =v=T

TMA4100_2004_08_02_If 2. august 2004 Side 2
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Ved derivasjon mhp. 6 far vi
dT 10 20sin(0/2)
3 3
Her er dT'/df = 0 nar sin(0/2) = 1/2, /2 = ©/6, 0 = 7/3. Minimumsverdien til 7" mé da
oppnas for § = 7/3, eller for # = 0 eller § = . Avrundet til 2 desimaler far vi

T(0) =4 =13.33, T(r/3) =L+ 2V3=1504, T(r)=Lr=1047.

Folgelig oppnés Ty, for 8 = m, mannen bgr lgpe hele veien fra A til B.

@ Massen m av staven er gitt ved

m:/:*dm:/lgd(x)dx:/lgm(%_x)dm.

Vi bruker delbrgkoppspalting
2 -2 A B

r(4—2) xz(zx—4) T —E

og multipliserer med z(x —4) for & bestemme A og B. Vifar -2 = A(x —4)+ Bz ogx =0

gir A=1/2 mens z =4 gir B = —1/2. Dermed er
m = %[ln|x| —ln|x—4|}j =1[(n3-In1) — (In1-In3)] =In3 [kg].

Ved skivemetoden kan volumet av rotasjonslegemet skrives

w/2
V= /0 Aly) dy.

Tverrsnitt vinkelrett pa y-aksen er sirkuleere med radius z. Siden y = arcsin (z — 1), er
x—1=siny, £ =1+ siny. Dermed er

Aly) = n(1 +siny)? = 7(1 + 2siny +sin’y) = [1+2siny + 2(1 — cos2y)]
og volumet av rotasjonslegemet blir

2

/2 /
V:ﬂ'/ [1+251ny+%(1—cos2y)]dy:7r[%y—2cos —isin2y} :%Tr2+27r.
0

s
0
Vi kunne ogsa ha brukt sylinderskallmetoden. Vi kan se pa rotasjonslegemet som en sylinder
med radius 2 og hgyde 7/2 minus rotasjonslegemet vi far nar flatestykket under kurven
y = arcsin (z — 1) for 1 <z < 2 (siden 0 = arcsin0 og 7/2 = arcsin 1) dreies om y-aksen.
Det gir

2
V =2r% - / 2rx arcsin (x — 1) dz.
1

Integralet kan vi finne ved & substituere u = z —1 og bruke formlene 138 og 139 i Rottmann
side 145 for [arcsinudu og [warcsinudu:

1 1
V =2n? — 277/ (1 + u) arcsin u du = 27% — 27r/ (arcsinu + warcsinu) du
0 0

1
= 27?2 — QW[(uarcsinu +v1-— u2> + (i(2u2 — 1) aresinu + tuy/1 — uzﬂo
=2r% — 2r [(%ﬂ' + %7‘() — 1] = %71’2 + 2.

TMA4100_2004_08_02_If 2. august 2004 Side 3
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a) Vi har

X n 2 3

z _N~F _ r.r .
e _Zn 1+x—|— —1—3‘—1— for alle x.
n=0
Setter vi x = —t2/2, far vi
o0 n42n 2 4 6
—ep_ N Yt
e = nzo o = 1 5 + 5192 ~ 3193 + for alle ¢,
nt2n d (_1)n$2n+1
= [ g = N7
o= [lerra=y [FEEE w =S LU
x3 a:5 x’

3 5222 738

Rekkeutviklingen for f(x) konvergerer for alle x siden rekken vi integrerer leddvis konver-
gerer for alle t.

b) Med x = 1/2 far vi

i (1/2)2n+1 B > (_1)n
2n +1)nl2n = (2n + 1)nl 2%+
1 1 1 1 1

1
=0T 3.2 5 0107 7320 "9 4o 11.50216 T

f(1/2) =

n=0

Rekken er alternerende, og leddenes absoluttverdi avtar mot 0. Siden 1/(7-3!21%) < 0.0001,
setter vi

11 1
I=-— =04
3 3.91 T poaryr - 04T

(avrundet til fire desimaler). Da er |f(1/2) — I| < 1/(7-3!2'0) < 0.0001 ifglge feilskranken
i alternerende rekkers test.

TMA4100_2004_08_02_If 2. august 2004 Side 4
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EKSAMEN I TMA4100 MATEMATIKK 1 6. desember 2004
Losning

Oppgave 1

a) Ligningen er separabel og lgses pa vanlig mate:
arctan x

In|y| = arctanz + C' <=y = Ke :

hvor C og K er vilkarlige konstanter med | K| = €“. Initialbetingelsen 3(0) = 3 gir K = 3

arctan x

og dermed y = 3e

b) Den karakteristiske ligningen er
2r® + 5r —3 =0,
som har lgsninger 7 = —3 og ro = 1/2. Den generelle lgsningen av ligningen blir derfor
y=Cre > + Cye®/?,

Initialbetingelsene gir ligningssystemet Cy + Cy = 1 og —3C + (1/2)Cy = 0, som har
lgsning Cy = 1/7, Cy = 6/7. Dermed far vi y = (e + 6¢*/2) /7.

Oppgave 2

a) Arealet betegnes A. De to kurvene skjeerer hverandre i (0,0) og (1,1). Vi far dermed

A= /01(\/5— v*)dr =2/3 —1/3=1/3.

b) Omradet er symmetrisk om y = x fordi v/« er den omvendte funksjonen til 2%. Dermed
far vi at * =7¥. Vi beregner momentet om y-aksen

My = /01 r(vz —2*)dx =2/5 —1/4 =3/20

og far T = (3/20)/(1/3) = 9/20. Tyngdepunktet er altsa (9/20,9/20).
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Oppgave 3 Vi deriverer ligningen implisitt:
(1) 52ty + 2%y + 2y° + 6ay%y’ = 0.
Vi deriverer enda en gang og far:
(2) 202y + 102y + 2%y + 12y + 122y (y')? + 62y%y” = 0.
Vi setter z =y =11 (1) og far
54+y'(1) +2+6y'(1) =0,
og dermed f'(1) =¢/(1) = —1. Visettersa x =y =10gy = —11(2) og far
20—10+4"(1) =12+ 12+ 6y"(1) =0
og dermed f”(1) =y"(1) = —10/7. Taylorpolynomet P»(z) til f om = = 1 er derfor
Py(z)=1—(z—1)— (5/7)(z — 1)* = (9 + 3z — 52?)/7.

Oppgave 4 Ved forholdstesten er konvergensradien R gitt ved

1 1
R = lim In(n+1) = lim (1+In(l+1/n)/Ilnn) = 1.
n—oo nn n—oo
(Grensen kan eventuelt ogsa beregnes ved L’Hopitals regel.) Nar = —1, har rekken positive

ledd. Siden 1/In(n+ 1) > 1/(n + 1) og den harmoniske rekken

> )
n=1 n

divergerer, gir sammenligningstesten divergens nar x = —1. Nar z = 1, er rekken alternerende.

Siden Inx er en voksende funksjon som gar mot co nar x gar mot oo, gar absoluttverdien av

leddene monotont mot 0 nar n — oo. Rekken konvergerer derfor nar x = 1 ved testen for

alternerende rekker. Konvergensintervallet er dermed (—1, 1].

Oppgave 5

a) Trapesmetoden gir

1
Ty = Z(yo/2 + 1+ Y2+ s+ ya/2)
= (0.5+1.0052219 + 1.0425469 + 1.1509929 + 0.6978062) /4
= 1.099142,
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med seks desimalers ngyaktighet. Dermed far vi

1
/ e Bdx ~ 1.099.
0

b) Vi deriverer f(z) = ¢**/3 to ganger og far f”(z) = (2z + xz*)e*’/3. Vi ser at f"(z) er en
voksende funksjon, sa den har maksimal absoluttverdi i et av endepunktene z = 0 eller
x = 1. Siden f”(0) = 0, oppnas maksimum nar z = 1, og dermed |f”(x)| < 3e'/® nar
0 <z < 1. Feilen F, vi gjor kan estimeres slik:

3 1/3
|Ey| < 126 = ¢ /01~ 00218
Med n delintervaller har vi
361/3 61/3
|E,| < = —.
12-n?2  4n?

For & veere sikker pa at |E,| < 107 velger vi n slik at
ol/3
— <107
4n? ’

altsa n > 50e'/% ~ 59.07, dvs. vi kan velge n = 60.

Oppgave 6
a) For n =1 er begge sider lik 1/2, sa utsagnet gjelder for n = 1. Vi antar det gjelder for
n =k, dvs.

®3) PO D D

Vi finner (induksjonshypotesen (3) brukes mellom linje 1 og 2):

2(k+1) 2k
1 1 1 1 1
g - = g - — + +
, ) , i k+1 2k+1 2k+2
i=k+2 i=k+1
B i (_1 m—+1 N 1 1
= om 2k+1 2k+2

B 2§:+2 (_1)m+1
- m
m=1

Resultatet folger dermed ved induksjon.
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b) Sett
m+1

k
Siden 1/z er en avtagende funksjon, far vi ved arealbetraktninger

2n+1 2n
/ d_x < Z - < / d_x
n n X

1= n+l

Vi beregner de to integralene og far dermed

1 0
In(2— < Z <2
n( n+1>_zi_n

1=n+1

Ved resultatet i punkt a) og skviseregel far vi derfor

lim Sy, = In2.
Siden leddene i rekken gar mot 0, vil de odde partialsummene S5,; ogsa ga mot In 2.

Altsd har vi vist at
m+1

i =1In2.

m=1



@NINU TMA4100 Matematikk 1
Institutt for matematiske fag eksamen 16.08.05

Lgsningsforslag

Grenseverdien er ubestemt av formen “0/0”. Gjentatt bruk av L’Hépitals regel gir

. x—sinx . 1—coszx . sinx 1. . sinx 1
lIlm —— = lim—— = Ilim = — lim = -
z—0 :L‘3 T z—0 3:1,‘2 T z—0 Ox 6z—0 x 6
L’Hép. L’Hbp.
siden lim,_,o(sinz)/x = 1.
Vi kunne ogsa brukt potensrekken for sinz (Rottmann s. 117):
. x—sInx . 3l 5l il . 1 x 1
lim ———— = lim =lm|—=——++-- | ==.
z—0 3 z—0 x3 z—0 \ 3! 5! 6

a) Den gitte ligningen er separabel og kan (for y # 0) skrives

1d
—2—y = 1’2 — ]{7
y? dx
Ved integrasjon far vi
1 1
——=—2*—kx+C.
y 3

Innsetting av initialbetingelsen y(0) = 1 gir C' = —1. Lgsningen blir altsa

-3

11,
—— = =X —k?fL‘—]_, dVS. y:m

y 3
b) For k = —1 far vi
-3
Yo 34323

Vi sgker det storste intervallet (—oc,a) der nevneren f(x) = 23+ 3z — 3 er ulik null. Siden
f'(z) =322 4+3 > 0, er f(z) strengt voksende. Siden f(0) = —3 < 0 og f(1) =1 > 0, ma
nullpunktet a for f(x) ligge mellom 0 og 1. Vi bruker Newtons metode

oy _f(:cn)_ _xi+3xn—3

med starverdi zg = 0.5 for a finne en tilnsermet verdi for a:

o 0.5

z1 | 0.8667
x2 | 0.8189
x3 | 0.8177
x4 | 0.8177

Avrundet til to desimaler er fplgelig a = 0.82.

[f-TMA4100k05 20. juni 2005 Side 1
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a) Arealet av omradet R er

1 2 x+1]2

2 2
A= [T - Crenar=2 [ o= 2 farctan 2

ved integralformel 6b) Rottmann s. 133, eller ved omskriving 22 + 2z +4 = (z +1)? + 3
og substitusjon u = (x + 1)/v/3. Siden tan /3 = /3 og tan /6 = 1//3, far vi

0

2 1 2 m 7 s
A=— arctan\/g—arctan—} =—|-—=|=—.
V3 [ YR RVE] [3 6] 3v3
b) Nar R dreies om aksen x = —1, far vi ved sylinderskallmetoden med radius r = x + 1:
2 2 2z +1)

Vi substituerer u = 2% + 22 + 4, du = (2z + 2)dx og far

12
V:27r/ %duzQW[lnu]f :27r[ln12—ln4] =27 1In3.
4

Av symmetrigrunner er y = 0. Nar R dreies om aksen x = —1, vil tyngdepunktet beskrive
en sirkel med radius r =T 4+ 1. Av Pappus’ fgrste teorem folger

V=2r(z+1)-A som gir fz%—lz@—l
a) Vi skal vise at punktet (0,1n 2) ligger pa kurven K med ligning
(%) 262 — ¥ = %y,
Setter vi inn x =01 (x), far vi
2—€eY=0 som gir ey =2, y=In2.
Folgelig ligger (0,1n2) pa K. Ved implisitt derivasjon av (*) med hensyn pa z far vi
(%) 4% — Yy = 2xy + 22y

Vi setter inn z = 0, y = In2 og far 4 — 2y’ = 0, y/ = 2. Tangenten til K i (0,In2) har da
stigningstall 2 og ligning y = 2z + In 2.

b) Vi skal finne Taylorpolynomet P2(z) = f(0) + f'(0)x + 3 f”(0)a? for y = f(x) definert
ved ligningen (*). Fra a) har vi f(0) =In2 og f/(0) = 2. Implisitt derivasjon av (**) med
hensyn pa x gir

8629& _ (ey (y/)2 —|—6yy”> _ (2y+2xy/) + (Qxy’ —i—:UQ //)_

Vi setter inn z = 0, y = In2 og ¢’ = 2. Det gir 8 —2-22 —2y" = 21n 2 og folgelig ¥’ = —In 2.
Dermed er f”(0) = —In2, og Taylorpolynomet blir:

In2
Py(x) =In2+ 2z — 122,

[f-TMA4100k05 20. juni 2005 Side 2
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a) Med a, = \/ﬁ fas

Cappa™tt 12"\ A(n + 1) dn +1
lim | ———| = lim ‘ = |x | = |z|.
n—ool  anT™ n—oo " /v/4n + 1 dn+5

Rekken )  ana™ konvergerer da absolutt nar || < 1 ifglge forholdstesten, og den diver-
gerer nar |x| > 1 ifglge divergenstesten. Konvergensradien er altsa R = 1.

For x = —1 og x = 1 far vi rekkene

nz;)an( Zm og NZ;)QR. Zm

Den forste konvergerer ifglge alternerende rekkers test (1/v/4n + 1 gar monotont mot 0).
Den andre kan vi sammenligne med den divergente p-rekken > > 1//n:

. 1/\/4n+1 . n ) 1 1
L= hm —_— = hm — hm [

Siden L > 0 fglger av grensesammenligningstesten at den gitte rekken er divergent for
x = 1. Konvergensintervallet er altsa [—1,1)

b) Nar x = —1/4 har vi

1\" 1 1 1 1
e DL
VA +1\ 4 45 429 43V13 4417
Rekken er alternerende og leddenes tallverdi avtar mot 0. Siden 4*/17 > 103, setter vi
1 1 1
L=1- + - = 0.905
45 42V9 4313

(avrundet til 3 desimaler). Da er [S — L| < 1/ (4*V/17) = 0.9 - 1073 ifglge feilskranken i
alternerende rekkers test.

R

@ Vi skal bestemme a slik at summen S av arealene av trekantene OAP og BCP pa figuren
i oppgaven blir minst mulig. Vi regner fgrst ut koordinatene til P for & finne hgyden i de
to trekantene.

Linjen gjennom O og B(1,1) har ligning y = x, og linjen gjennom C(0,1) og A(a,0) har
ligning y = —z/a + 1. I skjeeringspunktet er

T 1 a
x u + 1, < + a) T , T i1 Y
For arealet S far vi
a a 1 a a’?+1
S =AOAP+ ABCP = —- -l )=, > 0.
* 2 ar1 2 < a—|—1> 2a+1)’ "
Minimumsverdien for S oppnas i et punkt der dA/ds = 0. Her er
dS a?>+2a—1 dsS 9
da  2@+1)? % dd @t ¢ V2

Siden ¢ > 0 ma vihaa = v2—1. At det gir Smin folger av at dS/da < O nar 0 < a < V2-1
og dS/da > 0 nar a > /2 — 1.

[f-TMA4100k05 20. juni 2005 Side 3
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Lgsning
Oppgave 1 Siden cosh 0 = 1 og den deriverte til cosh x er sinh x, far vi
he —1
lim oML 2 _ sinh 0 = 0.
x—0 x

Alternativt kan man observere at man har & gjore med et 0/0-uttrykk og sa f. eks. bruke
I'Hopitals regel. Funksjonen f er kontinuerlig i 0 fordi f(0) = 0 = lim,_o f(z).

Oppgave 2

a) Vi setter f(z) = coshx —1 —z. Vi har f(1) = coshl —2 = (e+1/e)/2 -2 < (3+
1/2)/2 —2 = —1/4 (evt. f(1) = —0.46 med to desimaler ved bruk av kalkulator) og
f(2) =cosh2—3=(e*+1/e*)/2—3>7/2—3=1/2 (evt. f(2) = 0.76 med to desimaler
ved bruk av kalkulator). Siden f er kontinuerlig pa [1, 2|, gir skjaeringssetningen at f(z) =
0 for minst en z i (1,2). Pa den annen side har vi f/(z) = sinhz —1 > sinh1—1 > 0 for
alle z 1 (1,2). Derfor er f strengt voksende pa [1,2], hvilket betyr at vi kan ha hgyst en
lgsning av f(x) =01 (1,2).

b) Newtons metode gir

f(xz,)  x,sinhz, —coshx, + 1
Tp+1 = T — = 5 .
f(zy) sinhz, — 1
Vi starter iterasjonen med zg = 1.5 som gir z; = 1.63069..., zo = 1.61632..., x3 =
1.61613.... Vi konkluderer at lgsningen med to desimaler er z* = 1.62.

Oppgave 3 Denne oppgaven gjores enklest ved bruk av Pappus’ teorem. Arealet av
kvadratet er 2, og dets tyngdepunkt (sentroide) er (2,0). Dermed blir volumet V' = 27-2-2 = 8.
Alternativt kan man f. eks. bruke skivemetoden, som ved symmetri gir

_27T

V:2/07r (39~ + 1 dy =5 [~B -9’ (y+1)°], = 8m
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Oppgave 4 Vi har fra formelsamling eller ved utregning via substitusjonen u = cosz at
/tanx dr = —Incosz + C.

(Merk at cosz > 0 siden —7/2 < = < m/2.) Integrerende faktor er derfor 1/cosz slik at
ligningen kan omformes til

d
I (y/ cosx) = tan® .

Her kan vi igjen ty til formelsamling eller huske at den deriverte til tanz er tan® z + 1, slik at
vi far

y = (tanz — 2 + C) cos z.
Initialbetingelsen y(0) = 1 gir C' = 1 og dermed

Yy =sinx + cosT — x cosx.

Oppgave 5
a) Ilgpet av et kort tidsrom [¢,¢ + At] far vi endringen

Az ~ (k= (z/10%) - 1000) At.
Vi deler pa At og lar At ga mot 0. Det leder til den separable og lineare ligningen
¥ =k—x/100, 0<t<T72.

Om vi lgser den som en separabel ligning, far vi
/ dr / dt
x — 100k 100’

x = 100k — Ce /190,
Initialbetingelsen z(0) = 0 gir C' = 100k, og dermed

altsa

z =100k (1 — e /1),

b) z(t) vil na sitt maksimum nér ¢ = 72. Vi mé altsa ha x(72) = 0.015- 105 = 1500. Det gir

15 .

avrundet med en desimal.
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Oppgave 6 Vi begynner med a delbrgkoppspalte integranden:
1 A B C

G+ @+3) 141 142 143
Setter vi pa felles brokstrek, far vi ligningssystemet A + B+ C = 0, A + 4B + 3C = 0,
6A + 3B + 2C = 1, som har lgsning A = 1/2, B = —1, C' = 1/2. (Et alternativ til & lose
ligningssystemet er a gange med de respektive faktorene (z + 1), (x +2), (x + 3) og sa lese av
A, B, C ved innsetting av de respektive punktene —1, —2, —3.) Dermed far vi

> dx 1 1 f 2
= li -1 1)—1 2)+ -1 =In—
/0 ey An gt D -2+ +3) =h7
siden
1 1/2 1/2 1 1 1/2 1 1/2
lim hrl(R+ ) (F+3) = lim ln( + /R T+ 3/R) =Inl=0.
R—o0 R+2 R—o0 1+ Q/R
Oppgave 7
a) Fra rekken for cosx far vi
cosz—1 1 B Z [y z?
PR T B (2k +2)!"

Det ma kunne antas kjent at Maclaurin-rekken t11 cosz konvergerer for alle reelle x,
slik at var rekke ogsa konvergerer for alle z. Alternativt kan vi bruke forholdstest: Med
cp = (—1)F 122k /(2k + 2)! far vi

2
lim 11l * —0

for alle z.

b) Ved resultatet i a) far vi folgende rekkerepresentasjon for integralet:

/1 cos 332— 1dm _ i (—1)k+t .
A 2 2k + 1)(2k + 2)!

Vi observerer at dette er en alternerende rekke der leddene avtar i absoluttverdi og
dessuten gar mot 0. Vi kan derfor bruke feilestimat for alternerende rekke. Siden
(2-34+1)(2-3+2)! = 282240 > 10000, klarer vi oss med tre ledd:

/1 cost — 1 1 1 1 1751
0

do~ —= 4+ — — - — _0.4864
2 TR TS T 3600 T 3600 ’

avrundet med fire desimaler.
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Lgsningsforslag

Grenseverdien er ubestemt av formen “0/0”. To gangers bruk av L’Hoépitals regel gir

. 1 —sinx . —Ccos T . sin x 1
lim —— =
z—m/2 1 + cos 2x L

lm —— = lm — =-.
z—7/2 —28in2x 1 z—r/2 —4cos2x 4
op. L’Hop.

E>_>

a) Den gitte rekken er en sum av to geometriske rekker. Ved a bruke summeformelen
Yomegar™ =a/(1 —r) for geometriske rekker med |r| < 1, far vi

o oo n (o.9] n
2" 45 2 1 1 ) 15 21
;:; 3n ;::0<3> +n§:; (3) =23 1-13 " T2 72

b) Ved forholdstesten er konvergensradien R gitt ved

U B, arctan (n + 1) _ /2 .

n—oo  arctann /2

R = lim

n—oo

An+1

For x = £1 far vi rekkene

o0 [e.9]
1 —-1)"
o’ arctann — arctann

Begge rekkene divergerer ifplge n-teleddstesten for divergens siden lim,, ,~ arctann = 7/2.

Den gitte differensialligningen er separabel, og kan (for 2y — 3 # 0) skrives

2 dy 2z

2y —3dr 2241
Ved integrasjon far vi In |2y — 3| = In (22 4+ 1) + C. Det gir
2y — 3 =Cy(2* + 1)

der C} = +e®. Innsetting av initialbetingelsen 3(0) = 1 gir C; = —1. Lgsningen blir altsa

2y —3=—(2>+1) dvs. yzl—;.

a) Arealet A av rektangelet R er grunnlinjen ganget med hgyden:
A= -0Vt =922 0<t<9.

For t =0 og for t = 9 er A = 0. Maksimumsverdien oppnas derfor i et punkt i det apne
intervallet (0,9) der dA/dt = 0. Derivasjon gir

dA — 97571/2_ §t1/2 — i _ §\/z: 9_3t_
t 2 2/t

dt 2 2 2/t
Folgelig far arealet sin stgrste verdi nar t = 3 (eneste mulighet), og Amax = 6v/3.

If-TMA4100k06 15. august 2006 Side 1
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b) Et kvadrat med side ¢ har areal t2. Vi ma fglgelig lgse ligningen (9 — t)v/t = t? med
hensyn pa t. Etter forkorting med v/¢ kan ligningen skrives

2 +t—9=0.
Vi innferer f(t) = t3/2 4t — 9 og bruker Newtons metode:
f(tn) Pt -9 * 418

tnpt = tn — =t, — = .
N L e B
Vi kan starte med to = 4.5 (midt i intervallet). Avrundet til fire desimaler far vi

t1 = 3.2934, ty = 3.2208, t3 = 3.2205.

Svaret er fglgelig ¢ = 3.22.

a) Differensialligningen er 3/ = x + 32. Ifglge Eulers metode med skrittlengde h = 0.1 er
y(zn) = yp, der x, og y, er definert rekursivt ved

Tpi1 = Tp + 0.1, Yni1 = Yn + 0.1(z, + 12), n=0,1,2,....
Fra initialbetingelsen y(0) = 1 far vi 29 = 0 og yo = 1. Da blir
21 =01, y1 =11,  29=02, yo=1.231,  x3=0.3, y3 = 1.4025361.
Folgelig er y(0.3) ~ y3 = 1.403 (avrundet til tre desimaler).

b) Vi har gitt y(0) = 1, og av differensialligningen folger y'(0) = 1. Deriverer vi differen-
sialligningen med hensyn pa x, far vi

y' (@) =1+ 2y(2)y ().
Det gir y”(0) = 3. Taylorpolynomet P»(z) til y(z) om = = 0 er altsa
Py(z) =1+ + 3a°.
Folgelig er P5(0.3) = 1.435.
@ Kurven y = 3z — 22 skjeerer z-aksen i 0 og 3. Ved & bruke sylinderskallmetoden far vi

kk 3
V:/ 27rrdA:27r/ (z +1)(3z — 2%) dx
* 0
3
= 27r/0 (222 + 3z — 2%) dx = 277[%9:3 + 327 - ia:4 =S

Vi kan uttrykke buelengden til kurven y = f(x) som et integral, og har da gitt at

/u\/1+ f/(@)Pde = 3u* +u—4  (foru>1).
1

Ved derivasjon med hensyn pa u far vi

L+ [f(w)? = + 1.

Det gir
[f’(u)]2 = ut + 202 dvs. f(u) = fuvu? + 2.

Her ma vi velge fortegnet + siden f skal veere ikkenegativ. Ved integrasjon far vi
flu) = L@? +2)*% + C.

Betingelsen f(1) = 0 gir C = —/3. Med z som fri variabel blir dermed svaret
fl2) = a2 +2)2 — V3.

If-TMA4100k06 15. august 2006 Side 2
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Den forste grenseverdien er en ubestemt form av typen "0/0", og UHopitals regel gir

Den andre grenseverdien er av form "1°°". Vi innforer derfor en ny variabel

( xz)l/x2
1——
2

Denne er av form "0/0" nar x — 0, og L'Hopitals regel gir

1 11 (1 xz) In(1 - x2/2)
y=In =—In|l—-——|=—5—7.

x2 x2

1
lirny:limﬂ:lim_—lz—l
x—07  x=0 2x x—02(1—x2/2) 2’

og derfor er den opprinnelige grenseverdien gitt ved

limeY =e¢ 12 = L
=0 el/Z

Vi faktoriserer nevner og skriver pa delbrok:

x=2 x=2 A B

= =4 )
x2+x x(x+1) x x+1

Ganger vi s med x(x + 1), far vi
x—2=A(kx+1)+ Bx.

Ved &dsette x =0farvi—-2=A,0g x=—-1gir -3=—-B, dvs. B=3. Altsd er

-2 3 2
f ad dx:f(———) dx=3In|x+1|-2In|x|+C=In(x+1*) -In(x*) + C.
Xc+x x+1 x

o n+1
Den forste rekken skriver vi Y (-1)"a,, der a, = ——. Men siden
n

n=1

. ) 1
lim a, = lim |1+ —| =1,

n—o0 n—oo n

ser vi at leddene (—1)"a,, i rekken ikke konvergerer mot null. Fra n-te leddstesten kon-
kluderer vi derfor at

s n+1
Y (-)"'—— divergerer.
n=1 n

19. desember 2006 Side 1 av5h
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. . X n . o o

Den andre rekken skriver vi Y. a,, der a, = PR Vi ser at nar n er stor, sa er leddet
n=1 n- +

1 i nevneren til a,, neglisjerbart sammenlignet med leddet n?, sa vi forventer at rekken

oppforer seg pa samme méte som rekken med ledd

For & bevise denne formodningen bruker vi grensesammenligningstesten. Siden

n 2

. ap . 2+l . n
llm—:hm"T“:hm = lim ——— =
necob, meo 1 mteonZil neeol+1/n

’

konkluderer vi fra grensesammenligningstesten at rekkene ) a, og ) b, enten begge
konvergerer eller begge divergerer. Men }_ b, er ikke annet enn den harmoniske rekken,
som vi vet divergerer. Svaret er altsé at

divergerer.

@ Bade T og sylinderen som bores ut er rotasjonslegemer om y-aksen, og det samme er
derfor tilfellet for den gjenveerende delen av T, som vi kaller S. Vi ser at S fremkommer
ved 4 rotere omrédet

l<x<2, Osys<4-x°

om y-aksen. Sylinderskallmetoden gir da volumet V av S som integralet

(8-4)—(2-1)
4

Alternativt kan vi bruke skivemetoden med tverrsnitt vinkelrett pd y-aksen. Da ma vi forst
merke oss at den gvre integrasjonsgrensen for y er 4—12 = 3. Tverrsnittet er da en sirkuleer
ring med indre radius lik 1 og med ytre radius lik

2
=27
1

2 1 9 97
V:f 2nx(4—x¥)dx=2mn|2x* - =x* :27;1_127.
1 —

xX=+/4-y,

som vi far ved & lgse y = 4 — x? for x, med x = 0. Vi far da

3
V:fn
0

Enkelte vil kanskje tolke denne oppgaven slik at det kun er en sylinder med plan toppflate
som bores ut. I sa fall ma vi legge til volumet av kalotten som er igjen pa toppen, som ved
sylinderskallmetoden er

2 3
( 4—y) —lz]dy:fo n[@-y)-1]dy=n

gy L 2]3 (9 9) 9
—= =n(9-—-|=—.
Y72, 2)" 2

! ! 2 n
1% :f 2nx[(4—x7)-3]dx="=,
0 2

m =
og totalvolumet blirda V + V' = — t5= 57.
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Ved 4 sette x = ¢* inn i den oppgitte rekken for sin x, far vi

6 ;10 14 fAk+2
sm(t)—t - — —__+...+(_1)k 4
3 5 7 k+1)!
t4k+2
= Z(— )k
= Qk+1!

Ved 4 dividere hvert ledd med #2 far vi rekken

sin(#%) Ul 2 et D 14k .
Z 3 s k+1)!
f t4k
= Z(— )
= Qk+1)!

At denne rekken konvergerer for alle ¢ kan vi slutte direkte fra det faktum at rekken for
sin x konvergerer for alle x. (Evt. kan man bruke forholdstest for & se dette.) Leddvis inte-
grasjon er derfor gyldig, og gir folgende representasjon av funksjonen f:

t4k

_ sm(t2 X
f(x)—fo Z( D fo et

x4k+1

_ _ 1Nk
- ,;)( YV an: Qk+1)!

x5 x9 x13 4k+1

= — —_ _lk
etes oot T iy eke T

For & besvare det siste sporsmalet, setter vi x = 1, som gir

Lsin(#2) 1 1 1 1 & 1
dt=1- + - + +---4+(=1) +
o 12 5-31 9.5 13.7!" 17-9! 4k+1)-2k+1)!

Dette er en alternerende rekke hvis ledd—i absoluttverdi—er monotont avtagende og
konvergerer mot null. Vi kan derfor anvende resteleddsestimatet for slike alternerende
rekker, som sier at

[restledd| < |neste ledd] .

Vi méa derfor finne det forste leddet i rekken med absoluttverdi mindre enn 1078, Utreg-
ning gir 5-3! =30, 9-5! = 1080, 13- 7! = 65520 og 17-9! = 6168960 > 10°. Vi har derfor

~

~0,967577

~

fl sin(#?) 1 1 1 190187
dr=1- + - =
0ot 5-31 9.5 13-7! 196560

med avvik garantert mindre enn 107° i absoluttverdi.

@ Fra figuren ser vi at

X
tanf = —,
100

og derivasjon mhp. tiden ¢ gir, siden % (tan@) = 1 +tan?6,

do 1 dx

(1+tan 0) — T 100 dr
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Men dx/dt =5, ogidet gyeblikk x = 200, har vi tanf = 200/100 = 2, s&

a+ 22)@ — i
dt 100
Svaret er derfor
do 1
— =—— rad/s.
dt 100
a) Viseparerer de variable:
dx _dr
a-bx

b)

og integrerer:

dx 1
fa_bx_(—E)lnla—bxl—fdt—t+cl.

Siden x = 0 ndr behandlingen starter, ser vi at a— bx ma veere positiv, sa vi kan fjerne
absoluttverdien. Det gir
In(a—bx) =—-bt+Cy,

og videre

a—bx= eln(a—bx) — e—bt+C2 — Ce—bt (C — ng)'

Loser vi dette for x, far vi
x(t) = 1 (a— Ce_b[).
b

(Sunn fornuft sier at x = 0 ved starten av behandlingen, sa hvis man setter ¢ = 0 ved
starten av behandlingen, ma det godtas & bruke x(0) = 0 som en initialbetingelse. I
s& fall blir svaret x() = 4 (1 - e~?7).)

Viser da at

, _a Cro.  p)_4a
fm == -7 (fme™) =7

der vi brukte at tlim e bt =0, siden b > 0.

—00

Vi setter £ = 0 i det klokken er 13.00. De gitte betingelsene sier da:
1) x(0) =0,

(2) x(1) =10,

3) x(2) =15.

Betingelsen (1) gir:
a-C

x(0) = =0= C=a.

Derfor er a
_ _ bt
x(t) = _b (1 e )

Betingelsene (2) og (3) gir da

@) % (1 - e_b) =10,
(5) % (1-e72) =15,
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og dette ligningssystemet ma lgses for a og b. Knepet er nd & se at

(1-e2) = (1= (1+e7?),

fra 3. kvadratsetning. Deler vi ligning (5) pa ligning (4), far vi derfor

15 1
l+e?=" = ¢b=- — p=In2.
10 2
Innsatti (4) gir dette
1
4 2210 = a=20In2.
In2 2

Vi konkluderer at
x(1)=20(1-¢"™M) =20(1-27").

Vi lgser til slutt ligningen x(#) = 19, dvs.,

1 In20
20(1 - e—tan) =19 < e_tlnz = % — [ = ﬁ =~ 4,32,
n

som omregnet til klokkeslett blir 13+4 = 17 timer 0g 0,32-60 = 19,20 minutter. Vi ig-
norerer sekunder, og svaret blir derfor nitten minutter over fem om ettermiddagen:

konsentrasjonen nar 19 mg/1 klokken 17.19
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Oppgave 1
Vi har
* In 1+i2 X xIn 1+i2 lim xIn 1+i2
lim(1+—2j =lime ( ¥ ) =lime ( * j =e” ( x ]
X—>0 X X—>0 X—>0
Her er
1 _% 1 2 1 1
1 ln(1+2j "%" X (1+12J (1"‘2)
limxln(l+—2j=lim—x:hm Y/~ lim——X 2 =0,
X—>0 x X—>0 l X—>0 _i X—>00 x
X x’
der I’Hoptital er brukt i overgangen merket "—".
Altsa er
lim(1+iz} =e’ =1,
X—>0 X
Pé neste delspersmadl kan en bruke I’Hoptital tre ganger:
WO w0
. sinx®—x" °  2xcosx’—2x . cosx’ —1°0
lim—————=lm————=lim——— =
x—0 X X—>0 6x X—0 3x
W0,
—2xsin x? _ 1 sinx” © _ 1 2xcos x’ _ 1
6 x> T 6 2x 6

lim S
X—>0 12x
Alternativt kan en bruke Taylorrekka til sinu , sette u = x*, og se at grenseverdien blir

1 1

3 6

Oppgave 2
Kurva x =2y — y’skjerer y—aksen for y =00gy =2 . Altsd er omradet som skal

roteres om linja y = —1 gitt ved {(x,y):OSx£2y—y2,OSy£2}.



Ved sylinderskallmetoden er

AV =2rrhAy
der
r=1+yog h=2y-y".

Dette gir volumet

Oppgave 3

Kurvene y=x’og y = Ux skjerer hverandre 1 (0,0) og (1,1) ,ogfor 0<x<ler

Yx —x* = 0. Altsa er arealet begrenset av de to kurvene gitt ved

A:I(y;_xz)dx:j(xi_xsjdx:

nlw

1_1
4 2

0

Omréadet er symmetrisk om linja y = x siden y = Ux og y = x"er omvendt funksjon til

hverandre. Altsd er X =, der ()T ,)7) er tyngdepunktet. Vi har

16 16
Det vil si at tyngdepunktet er | —,— |.
ynadep (35 35}

Oppgave 4

Ligninga y' = y* +1L , 0g initialbetingelsen y(O) = O er gitt. Med steglenge 4 =0.2 gir
-Xx

det folgende rekursjonsformel for Eulers metode:

1
X, =X, +h, x,=0, yn+1=yn+0-2(yn2+l ),yOZO-
—X

Dette gir

X =02,y = 0+o.2(o2 +ﬁj =0.2,

1
1-0.2

X, =04, y,=02+ 0.2((0.2)2 + j =0.458.



Altsé er tilneermet verdi for y(0.4) gitt ved y, = 0.458..

Oppgave 5

7 _ 2

For n=1harvi q, = 2005F= 27: V2, som stemmer.

. b4
Antand at a, = 2cos[

2n+1

a,,=+2+a, :\/2+2cos[;1j :\/2(1+cos(2:il D =
\/2(2c0s2 [2—21D =2 /cos{;zj =2

der vi kan ta vekk absoluttverditegnet siden cos ( e j >0.

j for en vilkérlign > 1. Da er

+1

Ved induksjon er altsd a, = 2cos (”Lj for n=1,2,3....

Oppgave 6a
n 1 . a . > 1
Lag,=——ogh, =— .Daer lim—==1. Siden ) — er en konvergent p -rekke
n +1 n n—o0 bn n=1
(p=2),er z 3n " konvergent ved grensesammenligningstesten. Alternativt kan man
n=1 n +

1 1
3 2

bruke sammenligningstesten med samme rekka. Siden 0 < a, = " =——<
n + no+-- n
n

2

n
3

o0
konvergerer Z

n=1

. Integraltesten er ogséd mulig, men arbeidsom.

© [e¢]

For & undersoke rekkaZL , laf(x):L. Da er If(x)dx :j[Z»\/lnx} =,
2

—nylnn xvInx
1

nvlnn

ved

der integralet er beregnet ved variabelbytte# = In x . Altsa divergerer Z
n=2

integraltesten.

Oppgave 6b



2n+1

Fra formelsamlingen har en arctan x = Z(—l for|x| <1. Alternativt, har vi

—r 2n+1

arctan x = I = j du . For |x| <loppfyller integrasjonsvariablen « ulikheten
O

|u| <1. Altsa er ‘—u ‘ < 1for|x| <1, og vi anvende formelen for summen til en geometrisk

rekke. Slik at f0r|x| <ler

( ) J.(i jdu —J( n 2"ja’u . F0r|x| < lkan vi bytte om

X

arctan x = J.
i

rekkefolgen pd summasjon og integrasjon. Altsd har vi

n=0

2n+l

arctanx=i(—1)" Jx‘uz”du =i(—1)" al 1 f0r|x| <1.

n=0 0 n=0 27’l +
Dette gir Taylorrekka
arctanx 1 & p X n X
X x,,zz(;( ) 2n+1 ;( ) 2n+ or|x|<
Altsa er
K arctanx S n X" & et & . 1
! !7-0( ) el Z;( ) £2n+1 i Z;‘( ) 10 (2n+1)’
Dette er en alternerende rekke, og vi leser ulikheten S <107 for &

10 (2n+1)°

bestemme antall ledd som er tilstrekkelig for ensket presisjon. Ved inspeksjon ser vi at
n =3 er minste heltallsverdi som oppfyller ulikheten. Ved restestimat for alternerende
rekke er altsd

1

10

2
J» rctan X Z ;2 =0.09988929 ,
0 ar 102n+1(2n+1)

med feil mindre enn 107,

Oppgave 7a

Volumet til ballongen ved tiden ¢ er V' (¢)= gﬂ'l’3 (¢), og overflatearealet til ballongen

erA(t) =4xr’ (t) . Ballongen lekker med en rate pa kA(t) , mens den fylles med raten

O = 4z cm’/min. Dette gir ligninga (massebalanse)

dv

1)=0-a(r).



Vi setterk = L , som gir
100

rz(t) dr,\ 1 «
[rz(t)—looJZ(t)__ﬁ' ®

100
=100

100 Ydr 1
14— Lo
r>=100)dt 100

Denne oppgaven kan ogsa lgses uten polynomdivisjon ved 4 sette uttrykket i parentesen
i det oppgitte svaret pa fellesnevner og sammenligne med (*).

Polynomdivisjon gir #* : (r ~100) =1+

Altsé er

Oppgave 7b

Ligninga er separabel, og allerede pé separert form. Dette gir

(1o 2= j( 100 ]drz_Lw o
r~—100 100 r+10 r 10) 100

—+
r—10 100

[[1+5 L Sy S P, SIS S i
F—10 7110 100

r(0)=0gir C=0. Altsd er losninga r(¢) gitt implisitt ved

+10|_ ¢
~10/ 100



For & finne 7 nar r(¢) =5, setter vi r(¢) =5 i uttrykket over. Dette gir

t= 500(ln3 —1) ~49.306. Altsd er » =5 cm ved tident = 500(ln3 —1) min.
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a) Vi faktoriserer og far
2 —4 . (z=2)(x4+2) . z+2 242 4

2 (z—2)(x+3) «2(@—2)(x+3) +2z+3 243 5

b) Vi bruker ’'Hopital’s regel og far folgende regning;:

lim 7111(3:) = lim 1z
=00 x4 (/In(z) @0 l+ 2\/1111(—96)(1/%)

. 1
lim — 1 =0.

T—00 I
24/In(x)

I8

a) La P(x) =307 (£)" = > an(x) der ap(z) = (£)™. Vi bruker rot-kriteriet:
Sett

p(x) = lim (an(x))% = lim ~ =0

Siden p(z) = 0 < 1 for alle € R fplger det at P(z) er konvergent for alle
z € R.

a) La V betegne volumet til rotasjons legemet. Vi bruker sylindriske skjell metoden
og far

1
V:/o A(y)dy

der A(y) er arealet av omradet som fremkommer nar vi roterer linjen mellom
punktene (y,/y) og (y, —/y) om linjen y = 2. Vi far

A(y) = 2y(2n(2 — ) = dm(2y"/* — y*/?).

Vi beregner V:

1 1
V= / A(y)dy = / dm(2gM? — P2y = dm[oy?? — 2P =
) ) 3 5
567

4nf4/3 ~2/5) = .
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a) Vi bruker Euler’s metode med zy = yp = 0, de = 1/3, x,, = 2o + ndx samt
Ynt1 = Yn + f (@0, yn)dx
der f(z,y) =3xy+ 1. Vi far
Y1 =yo + f(zo,yo)dx =
0+ £(0,1/3)(1/3) = 5

og
1
x1:x0+dm:§.

Videre regning gir
Y2 =y1 + f(21,p1)dz =

1,111
377535
1 1 1 1 4 7
- — 1) = — = _
st tlg=3+5=3
og
— o1 tdr =2
To = X1 l‘—3.
Vi far : ) - “
93:y2—|—f(x2,y2)d:n:§+f(§7§):...:§'

Svar: y(1) = 32

b) Vi beregner f”(x):
f'(z) = — cos(x) sin(sin(z))

0g
f"(z) = sin(z) sin(sin(z)) — cos?(x) cos(sin(z)).

Vi bruker triangel ulikheten |a + b < |a| + [b] og far
|f"(z)| < |sin(z)sin(sin(z))| + | cos?(x) cos(sin(z))| <
| sin(z)|| sin(sin(x))| 4 | cos®(x)|| cos(sin(x))] < 1+ 1 = 2.

c) Velg Ms = 2. Vi bruker trapes metoden og far folgende:

/1 f(z)de =T, + E,
0

der My )3

»(1—0 2 1
p— = — < . 1-
12n2 12n2  6n2 — 0-0

Om vi velger n > 5 folger det at |E),| < 0.01. Vi har at

|En| <

A

5 (Yo +2y1 +2y2 + -+ + 2ypn—1 + Yn)

Ty
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b)

der Az =(b—a)/n=1/n=1/5z;=a+iAz =1+ % ogy; = f(x;). Vi far

: (f(0) +2f(1/5) +2f(2/5) +2f(3/5) + 2f(4/5) + f(1)) =

T = —
>7 10

1
1—0(1 + 1.96066 + 1.85026 + 1.68956 + 1.50709 + 0.66637) = 0.86739.

Svar: fol f(z)dz = 0.87.

Ligningen
dB 3
PR T
er separabel. Vi separerer variablene og integrerer:
1
3 dB = dt
EB - T
1 3
—————dB = —dt
B — %r 10
1 3
————dB = | —dt
/ B— 1y / 10
som gir ligningen
10 3
In|B——r|=—t
n| 3 7| 10 +C
der C' € R. Vi far
10

3 3
|B — §T| = 6ﬁt+c = Deﬁt

der D > 0. Dette gir

1 .
B(t) = 307“ + Eeto?

med E € R. B(0) =50 gir at £ =50 — %7‘ og vi far da lgsningen

1 1 :
= 307“ + (50 — —Or)eliot.

B(t) 5

For at B(t) skal veere konstant ser vi at folgende mé holde:

1
50—%)7“:0

som gir
r = 15.

Anta at r > 15. B(t) = 0 gir ligningen
10 10 | s

5T (50 — gr)elot =0.
Vi far
150 — 10r s, 107
—_—e1 0 = — ——
3 3
10r —150 3, 10r
— 10 = ——
3 3
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¢ 10r/3 ~_10r
(10r — 150)/3 ~ 10r — 150"

o
Sl
|

Dette gir
3 f=In| 107 |
—ft=In|——
10 10r — 150
og vi far
10 T
t=—1In| |
3 r—15

Et punkt P pa grafen til y(¢) der a € (0,/3) er gitt ved

P =(a,y(a)) = (a,2V/3 — a?).

Ligningen til tangenten L til grafen y(¢) i punktet P er gitt ved

L(z) = y(a) + ¢/ (a)(z — a).

Vi ser at
y'(t) — i
ieo
Vi far at
L(z)=2v/3—a%— 32a — (x —a)

er en likning for tangenten L(z) i punktet (a,y(a)). Vi beregner punktene (A4, 0)
og (0, B) der tangenten L(x) skjeerer z-aksen og y-aksen. y-aksen:

2a 6
B=L(0) =23 —a?— _3_a2(—a):--~: —
zr-aksen:
L(z)=0

gir ligningen

V3 —a?
2
\/3(_1—a2(x—a):2\/3—a2
som gir
x—a—3_a2
T a
Vi far punktet
3—a? 3
A: = —
a—+ a a

som er punktet der L skjeerer x-aksen. Kvadratet av avstanden d mellom A og
B som en funksjon av a =t er gitt ved

3 6 9 36
D) =A2+B2= (22 4 (— )2 = 4 7 __
(t) + (t)+(*3_t2) 2 T3 g
1+ t2
27
73t2—t4
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(4 minimere d? er ekvivalent med 4 minimere d). Vi deriverer (mhp. t) og far

, 2t(3t2 — t*) — (1 4+ t2)(6t — 4¢3
Dty = 2 24(3(_;)2)( ) .. _

th42t2 -3 (2 -1)(t*>+3)

t3(3 _ t2)2 - t3(3 _ t2)2

Vi ser at D'(t) =0 om t = £1 og t = 1 er lgsningen pa intervallet I = (0, /3).

Vi far
d(1) = /D(1) = V27 = 5.2.

Dvs. stigen ma minst veere 5.2 meter lang.
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FASIT til KONTINUASJONSEKSAMEN I TMA4100 MATEMATI
Nynorsk
Laurdag 16. august 2008
Kl 9-13

Dette er en fasit og oppfyller ikke kravet om at alle svar skal begrunnes! Det tas forbehold om
mulige feil.

Oppgave 1
a) ,
3x(x” + 8
f(x) = H
Lokalt maks i (—2,2).
Lokalt min i (0, 1).

b) Horisontal asymptote: y = 1.
Vertikal asymptote: x = 41/3.
For skisse av grafen, se egen fil (kommer senere).
Av disse resultatene samt fortegnsdrefting av f’, innsees at
flz) >1for x < 4173,

Videre er f strengt voksende for x > 4'/3, f(2) = =2 < 0 og f(4) = 1/5 > 0. Skjeaerings-
setningen gir da at f har et nullpunkt i intervallet [2,4] og dette er det eneste.

Oppgave 2

(x —2)?
|z — 1]

2In|z —2|—Injz —1|+C=1In +C.

Oppgave 3 Konvergensradien r = 1. Rekka konverger for x = +1.



Side 2 av 2

Oppgave 4  Formelen for K folger av at Volum = 1/323 og Areal av grunnflate = 22
Siste del fglger ved a finne nullpunktet til

f(z) = 0,042® + 0,172% — 50.

Newtons metode gir rekursjonsformelen:

83 + 1722 + 5000
1222 4 34w,

Tnt1 =

Det er en darlig ide a starte med xy naer 0, men med feks zo = 10 far en raskt z, = 9, 53.

Oppgave 5
1 1 .
y(q;) = §<$ — V1 - 132> _ §€*arcsmz.

Oppgave 6
Gitt e med 0 < € < 1. Sett § = £2. Vis at da vil

7] <60 = |V1+z—-1]<e.



Utvidet lgsningsforslag
Eksamen i TMA4100 Matematikk 1, 16/12 2008

Oppgave 1 i) Vi gjor substitusjonen u = sin  og far

/2 1 w211
/ sinfcosfdf = / wdu = [—] =
0 0 2 0

En annen lgsningsmetode er

w/2
/ sinfcosfdf =
0

1
= D= ()=

ii) Vi bruker delvis integrasjon med u(zx) = 1 — z og v'(x) = e*. Det
gir v'(z) = —1 og vi kan ta v(z) = €*, og vi far

N O

DN | =
o] —

71'/2 1 )
/ sin 260 df = — [— cos 26]7/
0 4

N =

/_1(1 —a)edr = [(1—az)e*], — /_1(—1)6“ dx
= [(1- x)ew]l—l + [ez]1—1 =[1—a)e" + em]l—l
= (e)—(2e ' +e ) =e— g

Vi kan ogsa bruke delvis integrasjon for a finne en antiderivert
forst, sa slipper vi a dra med oss grensene hele veien. En alternativ
utregning er a skrive fjl(l —x)e*dr = fil e®dx — fjl xe® dr og
bruke delvis integrasjon pa det siste integralet.

Oppgave 2 f(r) =23 +2z—1

a) f er en kontinuerlig funksjon pa [0,1], f(0) = —1 < 0 og f(1) =
2 > 0, sa skjeeringssetningen sier at det finnes minst et nullpunkt
(minst et punkt ¢ € (0,1) slik at f(c) =0). f'(z) = 32>+ 2 > 0,
sa f er strengt voksende. Dermed kan ikke funksjonen ta samme
verdi (i dette tilfellet null) to forskjellige steder, sa vi kan ha hgyst
et nullpunkt. Dermed har vi ngyaktig ett nullpunkt.

b) Newtons metode bestar i a velge et startpunkt, finne tangenten til
kurven for dette punktet og finne ut hvor denne tangenten krysser
x-aksen. Dette gir et nytt punkt som vi kan gjenta prosessen pa.
Vi far dermed en fglge av punkt zg, x1,x9,... der

f(zn)

n




Med zy = 1/2 far vi
n| Ty f(mn) = xvgm + 2%'” —1 f/<xn> = 31% + 2 Tn41

0]1/2 [1/8 11/4 10/22 ~ 0,4545

1[5/11 | 4/1331 ~ 0,003005 | 317/121 ~ 2,6198 | 1581/3487 ~ 0,4534

Vi ser at allerede x; ~ 0,4545 og xo ~ 0,4534 har de to fgrste
desimalene felles, sa vi kan stoppe her og gi = 0,45 som en
tilnserming til nullpunktet.

Det er selvfglgelig ogsa helt greit a bruke rekursjonsformelen
f(x,) 3+ 27, — 1
Tyl = Ty — =L, - ————
i f(wn) 322 + 2

og regne ut x; og xo direkte fra denne.

Oppgave 3 Det mangler 50 liter for tanken er full, det renner lake inn med

en hastighet pa 3 liter per minutt samtidig som det renner lake ut
med en hastighet pa 2 liter per minutt. Dermed er tanken full etter 50
minutter.

For a finne mengden salt etter 50 minutter, s(50), lgser vi initialverdi-
problemet. Fgrst setter vi ligningen pa standard form

s + s = 600

200+t

21n(200 + ¢) er en antiderivert til 2/(200 + ¢), sa vi multipliserer hver
side av ligningen med €220+ — (200 + )2 og far
(200 4+ t)%s" +2(200 + t)s = 600(200 + t)*

((200 4 t)%s)’ = 600(200 + t)*

(200 +t)%s = /600(200 +1)2dt = 200(200 +t)* + C
C

(200 + t)?
Ved tiden ¢ = 0 har vi 200 liter med en konsentrasjon pa 100 gram

salt per liter, totalt 20 000 gram salt. Setter vi dette inn i lgsningen vi
nettopp fikk far vi

s = 200(200+ ) +

C
s(0) = 200-200 + —— = 20000

2002
C = —-8-10°
8- 108
t) = 200(200 4 t) — ———x
s(t) 00(200 + 1) 200+ 1)?
8- 108 A
s(50) = 400 -250 — 5502 = 100(20 - 25 — 8 - 2*) = 37200

2



Det er altsa 37200 gram (37,2 kg) salt i tanken i det gyeblikket den blir

full.
Oppgave 4: a) f(z) =In(1 —2x) sa
Fla) = —(1—2)"
fll@) = —(1-2)7"
) = =200 —2)73
f(4 (@) = —2:3(1-2)7"
Det kan se ut som f™(z) = —(n—1)!(1 —z)™ for n > 1. Vi kan

vise dette ved induksjon.
Grunnsteget, at pastanden er sann for n = 1, er allerede vist.

Induksjonssteget: Anta at pastanden er sann for et tall n = k. Vi
ma vise at denne antagelsen medfgrer at pastanden i safall ogsa
ma veere sann for n = k + 1.

fE (@) = (f““’( ) = (=(k - )(l—x)‘k)’
= —(k=DI(=k)(1 —2)*(=1)
= (k:+1) DI — z)~ D

som var det vi matte vise. (Vi brukte antagelsen i den andre likhe-
ten). Dermed sier induksjonsprinsippet at pastanden er sann for
alle heltall n > 1.

Setter vi inn x =01 f™(z) = —(n — 1)!(1 — )™ far vi
f™(0) = —(n—1)! for n > 1 og f(0) = 0.

Dermed far vi Taylorrekka

Her er et alternativ der vi slipper induksjon: Vi vet at —In(1 — )
er en antiderivert til 1/(1 — x). Vi vet ogsa (geometrisk rekke) at

dermed far vi

1 < < n
In(l—z)+C; = —/1_xdx:—/2x”dx:—z%+02
n=0 n=1



eller .
"
In(1 — —

Hvis vi setter inn x =0 i hgmngen over ser vi at vi ma ha C' = 0,

sa
00_1
I(l-z)=Y —a"
n(l—z) nZInx

b) Hvis vi sammenligner rekken med den geometriske rekken )" 2" ser
vi at rekken hvertfall konvergerer for —1 < x < 1. Nar z = 1 har vi
minus den harmoniske rekken >, 1, som vi vet divergerer. Der-
med kan vi ikke ha en stgrre konvergensradius enn 1. Nar x = —1
far vi den alternerende rekken ) _, CU" der leddene gar mot

null og avtar i tallverdi. Dermed sier den alternerende rekketesten

at vi har konvergens. Altsa konvergerer rekken for —1 <z < 1 og

divergerer for alle andre z.
Alternativt kan vi for eksempel bruke forholdstesten til a teste for

absolutt konvergens, og deretter sjekke i endepunktene:

‘ —1 n+1|

1
tim L g ) =l L[] = [a].

Dermed vet vi at rekka konvergerer absolutt for |z| < 1 og diver-
gerer for |z| > 1. Endepunktene sjekker vi som vi gjorde over.

Oppgave 5 For z mellom 1 og e™° far vi at clnz er mellom 0 og 7, s ut-
trykket inni rottegnet er positivt, sa y er veldefinert og positiv. Roter
B. om x-aksen og del rotasjonslegemet opp i skiver med tykkelse Ax
som star normalt pa z-aksen. Disse skivene vil omtrent veere sylinder-
formede, med radius y og hgyde Ax. Volumet av skivene vil dermed
veere omtrent my?Ax. Legger vi sammen disse omtrentlige verdiene av
skivene og tar grensen far vi at volumet V. til omdreiningslegemet vil
veere

em/c em/c

Inz

V. = / Wyzdaz/ m—sin(clnz) dx
1 1

T

Hvis vi gjgr subsitusjonen u = ¢In x far vi

c2

T ou
V. = /W—Slnudu
0



Ved delvis integrasjon far vi
/usinudu = u(—cosu)—/1-(—cosu)du:—ucosu+sinu
sa vi far
N K , T o
L = [C—z(—ucoqursmu)L—c—z.

For at volumet skal bli 72 /2 ma vi dermed ha ¢ = V2.

Oppgave 6 Vi ser pa stokken som er tegnet inn pa figuren. Hvis vi lar
lengden i gangen veere g og lengden i rommet veere r far vi

— =sinf og — =cosf
g r
Dermed er lengden av den lengste stokken som kan sta med vinkel 6

1
cosf  sinf

(6) = r0)+g(0) =

En stokk som skal baeres inn i rommet ma fa plass hele veien rundt, sa
den kan ikke vaere lenger enn minimumsverdien for [(#) for # mellom 0
og m/2. For a finne denne verdien deriverer vi [ og setter den deriverte
lik null:

% = —8(—sinf)(cosf) ™ —cosf(sinh)? =0
(cosf)® = 8(sind)?
tanf = 1/2

Funksjonen [(0) er deriverbar pa (0,7/2) og gar mot uendelig i begge
endepunktene, sa vi har et minimum for vinkelen som gir tan6 = 1/2.
Nér tan @ = 1/2 har vi cos§ = 2/+/5 og sinf = 1//5 (bruk Pytagoras),
sa vi far at stokken kan maksimalt veere

8 1
AT R

Vi kan ogsa lgse denne oppgaven uten a bruke vinkelen 6. La g og
r veere som fgr, mens kortsidene i trekantene er a og b i henholdsvis
gangen og rommet (se figuren). Da har vi, fordi trekantene er formlike,
at 1/a = b/8 og Pytagoras gir oss

92:12—1—(12 og r? =%+ 82



Den maksimale lengden i en slik posisjon er da (b = 8/a)

—g+r=V1i+a®+ VP +8=V1+a>+8V1+a2

For a finne den posisjonen der det er minst plass til stokken deriverer
vi [ med hensyn pa a og setter denne lik null:

2a —2a73 a —a-a"3 a — 8a?

U'(a) = +8 = +8 =
(@) 2V1+a®  2V1+a? Vi+a® Va2V1+a?2 Vi+a?

a—81%2 = 0

0
a> = 8
a = 2

Vi ser at I'(a) < 0 for a € (0,2) og at I'(a) > 0 for a > 2. Det folget at
[(2) er minimumsverdien for I(a) for a > 0. Dermed er posisjonen der
det er minst plass til en stokk den som svarer til a = 2, sa stokken kan
ha lengde hgyst

[(2) = 5v5.
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Alle svar skal begrunnes, og det skal vaere med sa mye mellomregning at fremgangsmaten frem-
gar tydelig av besvarelsen.

Oppgave 1 For hvilke x konvergerer rekken >°° | (7x)"7

Rekken »7°,(7x)"™ er en geometrisk rekke, sa den er konvergent hvis og bare hvis |7z| < 1.
Dvs. hvis og bare hvis —1/7 <z < 1/7.

Oppgave 2 Finn tredjegrads Taylorpolynomet om z = 1 til f(z) = In(z?).

Vi har f(z) = In(z?), f(z) = % = 2, f"(z) = =3 og f®(z) = %, s& Taylorpolynomet om

z =1t f(z) = In(z )erf()ffm( 1)+f”§1><x—1)+f”<>(x 1P =0+2(z—1)—
tia—1P=2@—-1)— (v - 1)+ Z(z - 1)%.

Oppgave 3 Vis at punktet (1,2) ligger pa kurven
zy® — 23y = 6.
Finn deretter likningen for tangenten til kurven i dette punktet.
Hvis (z,y) = (1,2) daer zy®—a3 y = 232 = 6, s& punktet (1, 2) ligger pa kurven xy —23y = 6.

Ved implisitt derivasjon far vi y® + 3xy2 dy _ 3p2y — 3dy = 0 hvorav fglger at y® — 32%y =

y3—3x2y
:1:373xy2 :

(2% — 3zy?*) % og dermed at % =
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Det folger at stigningstallet til tangenten til kurven i punktet (1,2) er %3—7_12 = I—f, og dermed

at likningen for tangenten til kurven i dette punktet er y — 2 = 2(z — 1) eller y = T2z + 2.

Oppgave 4 Bestem c slik at funksjonen

f<x>={ o 70

c z=0
er kontinuerlig i x = 0.

Funksjonen f er kontinuerlig i z = 0 hvis og bare hvis lim, .o f(z) = f(0). Vihar lim, .o f(x) =

lim, w = 3lim, .o Smg(ijx) =3 og at f(0) = ¢, sd& f er kontinuerlig i x = 0 hvis og bare

hvis ¢ = 3.

Oppgave 5 En bil bruker 3,6 + 0,001v? liter bensin per time nar den kjgrer med en
hastighet pa v kilometer i timen. Ved hvilken hastighet bruker bilen minst bensin per kilometer,
og hva er forbruket da?

Vi antar at v > 0 (hvis v = 0 kjorer bilen ikke og det gir derfor ikke mening & snakke om
bilens forbruk av bensin per kilometer). Vi har da at bilens forbruk av bensin per kilometer er
f(v) = 3,607 +0,001v. Vi skal altsd finne minimum for dette uttrykket. Vi begynner med &
derivere og far f'(v) = —3,6v"2+0,001. Vi har derfor at f’(v) = 0 hvis og bare hvis v = 60. Vi
ser at f'(v) < 0for 0 < v < 60 og at f'(v) > 0 for v > 60. Funksjonen f(v) har altsd minimum
for v = 60. Dvs. bilen bruker minst bensin per kilometer nar hastigheten er 60 kilometer i
timen, og forbruket er da 3,6 + 0,001(60)* = 7,2 liter per time eller 7,2/60 = 0, 12 liter per
kilometer.

Oppgave 6 Estimer integralet fol sin(z?)dxr med en feil mindre enn 0, 02.

Vi benytter trapesmetoden. La f(z) = sin(2?). Hvis vi inndeler intervallet [0,1] i n deler,
er feilen ved trapesmetoden mindre enn %3 hvis M > |f”(x)| for alle z € [0,1]. Vi har at
f'(z) = 2xcos(x?) og at f"(x) = 2cos(x?) — 4z?sin(x?). Vi har altsd at |f”(z)] < 6 for alle
x € [0, 1], s hvis vi deler intervallet [0, 1] i 5 deler er feilen ved trapesmetoden mindre enn 0, 02.
Trapesmetoden gir oss da at integralet fol sin(z?)dz tilnzermelsesvis, med en feil mindre enn
0,02, er lik 5 (sin(0)+2sin((1/5)%)+2sin((2/5)?)+2sin((3/5)?)+2sin((4/5)?)+sin(1)) = 0, 314.
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Oppgave 7 Finn tyngdepunktet til omradet avgrenset av z-aksen, kurven y = xsin(3) og
linjene x = —7m og x = 7.

Tyngdepunktet til omradet er gitt ved (7,7) = (42, &) hvor

M, / g dm = / fxsm(2)xsm 2/ x* sin? xz/waSiHQ(g) dx
0

1r11 ™ 3
(1—cosz) dr = = |~a2° — a?sing — 2 +2si } T s
2/ COS:C X 9 31' T Ssimax Xr COST Sin xr o 6 s

My:/wjdm:/wﬁsin(g) dex =0

]\4:/7r dm:/wxsin(z) da:z?/ﬁxsin(f) dsz{ 2z cos(—= )+4sm(x)} = 8.
- —r 2 0 2 2 2710

0g

. o _ M, 3 s
Dvs. tyngdepunktet til omrddet er (z,7) = (32, 2) = (0, % + %)
o (1)
Oppgave 8 Vis at f(z) =) (=1) 2*" er en lgsning til initialverdiproblemet

= nl2r

y'+xy +y=0, y(0) =1, y'(0) = 0.

2

= 5= — 0 for alle z € R, sa det folger av forholdstesten at

. $2n+2 nlan
Vi har at ‘7— i)

(n41)12n+1 g2n

potensrekken Z (=1) 2*" er konvergent for alle z € R. Funksjonen f(x) = Z (=1) " er

n=0 TL' 2n n 0 n' AL
derfor uendelig mange ganger deriverbar pa R. Vi har dessuten at f’(x Z oy 2n n—-1 _
n=1
S (=" " o )" 2n—2 — (— 1)n+1 2
e S t 2n — 1)z”" ™% = 2n +1
S ot ot o) - 3 e 2 A et b
for alle z € R, og dermed at
f ( )+$f i n+1 2n+ 1)$2n+l’i ( 1)n x2n—1 + i (_l)nx2n
= (n—1)12n1 £ Tplon
(—1mh e A
=—1+1 om + 1 n
* +n§< o D T e )
o] _1 n
— <( ) (—2n—1+2n+1))x2
=\ nl2n

I
=
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(1)
Da vi ogsd har at f(0) =1 og at f'(0) = 0 folger det at funksjonen f(z) = >_ (=1)

n=0
lgsning til initialverdiproblemet

y' +axy +y=0, y(0) =1, y'(0) =0.
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Vi har at lim, 1 (1—cos(1—22)) = lim, 1 (22— 2z +1) = lim,_1(—2xsin(1—2?)) =
lim, 1 (22 —2) = 0, at 1 — cos(1 — 2?), 2% — 22 + 1, —2wsin(1 — 2?) og 2x — 2 er
deriverbare funksjoner, at %(1 —cos(1 — 2?)) = —2zsin(1 — 2?), %(mQ —2x+1)=
20 -2, & (—2zsin(1—12?)) = —2sin(1 —2?) +42% cos(1 —2?) og (22 —2) = 2, og at

limg, ¢ _QSm(l_xz)”;“Q cos(1=2%) _ 9 et folger derfor ved 2 anvendelser av L’Hopitals
regel at

1 —cos(1 — z?) —2zsin(1 — ?) —2sin(1 — 2%) + 422 cos(1 — z?)
lim ——— =1 = li = 2.
el 22— 22+ 1 el 22— 2 o1 2

Vi anvender delbrgkoppspalting: Vi har at

x—=7 z—7 A B

24+z2-6 (z-2)(x+3) J:—2+x+3
Alx+3)+B(z—-2) (A+B)x+3A-2B
T @-2)(x+3) 22+x—6
<= A+ B=1and 3A—-2B = -7
< B=1—-Aand3A—-2(1—-A)=-7

< B=1—-Aand 54 =-5 < A= —-1and B=2.

Det fglger at
x—17 1 1
———dr =2 | ——dor— [ —— dx =21 3| — Injx — 2| + C.
/x2+x—6 v /l’+3 v /Jc—2 “ njz + 3| —Injz - 2[ +
Innsetting av grensene gir

1
-7
/0 m dr = [21n]z 4 3| — Injz — 2]} = (2In4-In1)—(2In3-In2) = 2(In4 — In3) + In 2.

(Merk ogsa at In4 = In(2-2) = In2+1n 2, sa svaret kan ogsé skrives som 51n2—21n 3)

For hvert naturlig tall n la a, = ("i;;l)n . Da har vi at
On+1 n2" 1 1
= ] =>——+ 1| —— = 1.
an (12—1—1)2”+1|$+ | 21+%|x+ |n—>oo 2|$+ |

Det folger derfor av forholdstesten at potensrekken y > | (x:;)n konvergerer absolutt

for %]m—i—l\ < 1 og ikke konvergerer absolutt for £|z+1| > 1. Folgelig er potensrekken
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s D" yonvergent for z € (—3,1), og divergent for 2 € (0o, —3) og for z €

n=1 n2n

(1, 00).

For x = —3 har vi at

P D

n=1 n—=

,_.

3
Il

i

som er konvergent.

For x = 1 har vi at
n 0 n

S $r S
n2n n2n n
n=1
som er divergent.

Altséa er potensrekken
andre verdier av x.

00 (x+l)
n=1

konvergent for z € [—3,1) og divergent for alle

Funksjonen f(z) = 23 — 922 + 33z + 45 er deriverbar og f'(z) = 322 — 18z + 33 =
3(x — 3)2 +6 > 0 for alle . Folgelig er f en voksende funksjon og har derfor en
omvendtfunksjon g(z).

Da f(—1) =2 er g(2) = —1. Det folger at

, B 1 _ 1 _ i
90 = @) T )

Ifplge Eulers metode er y(zy,) = y,, der x,, og y, er definert rekursivt ved x,,+1 = x,, +
h = :Cn"i'ovl 0g Yn+1 = yn+hf(xn>yn) = yn+0>1(€7yn - 1) = yn"i'oaleiyn _071~ Da
y(0) =1lavizg=0o0gyy = 1. Daharviat z; = 0+0,1 = 0,1, y; = 1+0,le" 10,1 =

-1

_ e 1 9+e
Ot 2y = 0,140,1 = 0,2 og at y» = 2t 4 0,1e” 7 — 0,1 = e e 10
Altsa er
8 + 671 e 9+1s(;1
Y2 = ~ 0,8759764012
10
en tilngermet verdi for y(0,2).
@ La y veere en lgsning til differensiallikningen
y' — cos(z)y = cos(x). (1)

Differensiallikningen (1) er en linezr forsteordens differensiallikningen. Da [ — cos(z) dz =
—sin(z) + C multipliserer vi begge sider av (1) med e~ %"®)_ Da far vi at

! ,—sin(x)

COS(:D)e_ sin(z) _ ye — ycos(x)e_ sin(z) _ d <ye— sin(x)) .

dx

Folgelig er
ye~ sin(z) _ /COS(.’I))Q_ sin(x) dr = —e~ sin(x) +C
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og y = —1+Ces(®) der C er en konstant. Hvis y(0) = 0er 0 = —14+Ce’ = —1+C.

Dvs.

7] a)

b)

C = 1. Altsé er y = ¥"(®) — 1 en lgsning til initialverdiproblemet

y — cos(x)y = cos(z), y(0)=0.

La V veaere volumet av vann i reservoaret nar vannstanden i reservoaret er h.
Vannets overflate er en sirkel med radius %h. Vi har derfor at

1 (5\°, 257 4

Ved implisitt derivasjon far vi at

ﬂ _ 257 thj
dt 4 dt
Folgelig er
dh 4% 8
dt — 25wh?  25mh?
Dvs. at vannstaden i reservoaret synker med ﬁ = ﬁ meter pr. minutt i

det gyeblikket vannstanden er 8 meter.

Hvis vi deler vannreservoaret i infinitesimal sma horisontale lag hver med dybde
dy meter sa vil volumet av det laget som ligger h meter over bunnen av vann-
reservoaret veere lik m(3h)?dh kubikkmeter og det vil derfor kreves 9810(11 —
h)m(5h)?dh = 98102 (11 — h)h?dh Joule av pumpe det laget opp i en hgyde 1
meter over vannreservoarets overflate. Folgelig vil det kreves

10 10
2 12262
/ 9810%(11 — h)h? dh = 65”/ 1142 — 13 dh
0 0

2
_ 122625m [11,5 1, 10
2 3 4,
1226257 (11 1
_ 22802om (20103 — 210
o (- qw)

= 715312507 Joule

4 tgmme vannreservoaret ved & pumpe all vannet opp i en hgyde 1 meter over
vannreservoarets overflate.
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L’Hopital:
sin(xz?) _ 1 sin(r2)2 2 i
lim &2 — Jim & .xcos(x ) = (hm Sin(@?)g cos(x2)> (lim .x ) =2
z—0 1 —cosx z—0 sin x z—0 z—0 sin

Skivemetoden gir volumet, med r = 1 4+y = 1 + z3:

97

1 1
V:/ (7r7“2—7r12)dx:/ A1 422 — 1dp = 0T
0 0 14

2
/xdxz/ Tk B R
22+ 3z +2 224+ 3x+2

Delbrgk:
3x+2 3T + 2 -1 n 4
2 +3r+2 (r+1)(z+2) z+1 x+2
gir svaret
/ L / T L Ve —ctmlet1—4dlnjet2+C
————dxr = — x = —
2?24+ 3x+2 xr+1 xz+2
Implisitt derivasjon:
dy dy dy 9y — 322
32 327—9 L) s LT ==
Ty d L dr  3y? —9x
dy : .
I punktet (2,4): 7, = o som gir tangentlinjen
T

4
Z/—4:5($—2>

f(x) = 2% + 722 — 4 har f(0) = —4 < 0 og f(1) = 4 > 0, s& skjeeringssetningen
garanterer et nullpunkt i (0,1). Newtons metode

.y  flwa) @b+ Tay -4
LT T ) T 62l + 14w,

med zg = 0,5 gir z; = 0,810869, xo = 0,744961, x3 = 0,740243, x4 = 0,740221 sa
x ~ 0,74.
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nx

@ Rottest gir absolutt konvergens for lim, ‘14—
n

‘ < 1, dvs. |z| < 1. Sjekker ende-

punktene:

r=+1: i(il)”<1zn>n

n=0

Divergerer fordi leddene i rekken ikke konvergerer mot null:

n n 1 n 1 n+1
lim ( > = lim (1 — > = lim (1 — > =e !
n—oo \ 1 +n n—00 14+n n—00 1+n

(se Rottmann side 80, punkt 1b)

Potensrekken konvergerer altsa hvis og bare hvis |z| < 1.

I—/l (t%dt—i(_l)n/l#ndt—i(_l)n_1_1+1_1+ LI
“ o 7 =) S (2n)!(dn+1) 0 215419 6113 81T

Dette er en alternerende rekke med ledd som i absoluttverdi avtar i stgrrelse. Rest-
leddsestimatet for slike rekker garanterer at feilen ved & kappe av rekken etter n
ledd er mindre enn absoluttverdien av neste ledd. Fgrste ledd som har absoluttverdi
mindre enn 2 - 1076 er 1/8!17, sa vi har

1 1

1
I=l——+ —— =~ 4522
2!5+4!9 6!13 0,90452279

med avvik mindre enn 2 -1076.

Sett ¢t = 0 idet vi begynner a pumpe inn vann. Vannvolumet ved tiden ¢ (minutter)
er da V = 100 + ¢ (liter). La y = y(t) veere den totale mengden salt (i gram) ved
tiden t. Vi setter opp diff.lign.

Y (t) = (inn)—(ut) = (2 /min) - (0 g/1) — (1 1/min) - (% g/l)

’ ) Yy
=—==—— 0) =10-100
S A T E AN AL
: 10° . . : .
som har lgsning y(t) = 1005t Finner nar saltkonsentrasjonen er nede i 5 gram
pr. liter:
Y 10°

J__ - __x5
V (100 + t)2

1 5
som gir t = \/% — 100 = 100(v/2 — 1) = 41,42 minutter

27. august 2010 Side 2 av 2



Norges teknisk—naturvitenskapelige

TMA4100 Matematikk 1
Eksamen 14.12.2010

Lgsningsforslag

universitet
Institutt for matematiske fag

Funksjonen f er kontinuerlig i 0 hvis og bare hvis lim, o f(z) = f(0). Da lim,_,o f(x)
ikke avhenger av f sin verdi i 0 folger det at f er kontinuerlig i 0 hvis og bare hvis
lim, o €202 =1 — 0. Da

lim (%) _ 1 =0 = lim 2
x—0 x—0

0og
d_(sin(2x)
. (e -1 . :
lim s ( 7 ) = lim 2 cos(2x)e"m??) = 2
z—0 L z—0
dx

esin(Qx)_l

x

fglger det av L’Hopitals regel at lim,_,q
kontinuerlig i 0.

= 2. Funksjonen f er derfor ikke

Da f er kontinuerlig, f(—2) = f(2) =3 —1In5 > 0 og f(0) = —1 < 0 folger det
av skjeeringssetningen at f har et nullpunkt i intervallet (—2,0) og et nullpunkt i
intervallet (0,2).

3 . R . o
Da f/(x) = 2z — mgil = z%ﬁl er negativ nar x < 0 og positiv nar = > 0, er f

avtagende pa intervallet (—oo,0) og voksende pa intervallet (0,00). Det folger at f
ikke kan ha flere enn de 2 nullpunktene vi fant ovenfor. (Alternativt kan man bruke
middelverdisetningen til & vise at f ikke kan ha flere enn 2 nullpunkter: Anta at
f har 3 forskjellige nullpunkter. Da folger det av middelverdisetningen at f’ har 2
nullpunkter, men f’(z) = % har bare et nullpunkt. Altsd mé var antagelse om at
f har 3 nullpunkter veere feil, og f kan derfor hgyest ha de 2 nullpunktene vi fant

ovenfor.)

Altsa har f 2 nullpunkter.

4 Bat

La a(t) veere strekningen malt i km baten har tilbake- . | R .

lagt til tiden ¢, og la b(t) veere avstanden malt i km a(t) | b(t)

mellom baten og fyrtarnet til tiden ¢ (se figuren). : .

Da er w Fyrtarn
: @

(%) (b(1))* = (a(t))* + 302 30 km

Ved implisitt derivasjon far vi at

Det fglger at
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r

Nar b(t) = 50 folger det av () at a(t) = V502 — 302 = 40. Fglgelig er

50 15 15
a'(t)=3m/s 0-1 m/s = vy 3,6 km/t = 13,5 km/t
nér b(t) =50 og b'(t) =3 m/s.
Altsé kjorer baten med en hastighet pa 13,5 km/t pa det tidspunktet hvor baten er
50 km fra fyrtarnet og avstanden mellom baten og fyrtarnet gker med 3 meter per
sekund.

La O veere omradet begrenset av kur-
ven 22 4+ 4% = a® og linjen y = 1 (se 2?9y = a?
Figur 1).

Den gjenvaerende delen av kulen er
det legemet som fremkommer nar om- y=1
radet O roteres om z-aksen. (En kan
naturligvis ogsa frembringe den gen-
veerende delen av kulen ved & ro-
tere omradet begrenset av kurven Figur 1: Omradet O

22 + y?2 = a® og linjen z = 1 om

y-aksen. Gjor en det, mé en bytte rundt pa x og y i utregninger nedenfor.)

Vi bruker sylinderskallmetoden til a
regne volumet ut og deler omradet
O i infinitesimale horisontale striper.

- Hvis punktet (z,y) tilhgrer omradet
2lz| = 2v/a? — y? B O vil y € [1,a]. For y € [1,a] vil
=Y stripen i y ha areal dA = 2|z| dy =
2+/a? — y? dy og avstand r = y til -
aksen. Volumet av den gjenveerende
Figur 2: Sylinderskallmetoden delen av kula er folgelig

2rr dA = / dmyr/a? — y? dy = 47r/1 (ay? —yH'? dy

1

=4r [;(a2 - y2)3/2] = 4%(@2 —1)%2.
1

(Det er og mulig & bruke

“the washer method”: Da /—\
kurven z2 + y? = a® og \

linjen y = 1 skjeerer hver (—Va2 —1,1) (Va?—1,1)
andre i (—va2 —1,1) og = R(z) = Va? — 22 | ®
i(va? —1,1) integrerer vi

over intervallet [—\/a2 —1,Va? — 1]. () =1

Den indre radien er r(z) = 1

og den ytre radien er Figur 3: “The washer method”

R(z) = Va? — 22
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Folgelig er volumet av den gjenveaerende delen av kula

Va2-1 Va2-1
71'/ ((R($))2 - (r(m))Q) de = ﬂ'/ (a®> — 2% — 1) dz
—Va?—1 —VaZ-1

=27 [an — }xB x}
3 0
1
_ 2 2 _1_ = 2 _ _ 2 _
=27 <a a 1 5 ( a 1) a 1>
- <(a2 BN/ T 1)3/2>
4%(@2 _ 1)3/2

(Vi har ved det annet likhetstegnet brukt at funksjonen a® — 22 — 1 er jevn.))

Vi bruker delbrgkopplgsning:

3w2+2x+4_A Bw+C’_Aac2+4A+B$2+Cx
B4 oz x2+4 3 + 4z
<— A+ B=30gd4A=40gC =2
<— A=1logB=C=2.

Folgelig er

/3x2+2x+4d /1+2x+2d
————— ar = [ — T
3 + 4z r x244

1 2x 2
=/ =d —d — d
/:c I+/x2+4 x+/$2+4x

= In|z| + In(2? + 4) + arctan (g) +C.

(Vi har brukt substitusjonen u = 2 + 4, du = 2x dx til & regne ut integralet

2
/:62_‘7_4 dz, og substitusjonen v = §, dv = % dx samt formel 22) pa side 135 i

Rottmann til & regne ut integralet / — dzx).
x

+4

@ Differensialligningen y’ + tanh(xz)y = = er en forste ordens lineser differensialligning.
Ifplge formel 164) pa side 147 i Rotmann er /tanh(m) dx = In(cosh(z)) + C. Vi

bruker derfor e®(¢*sh(#)) = cosh(z) som integrasjonsfaktor:

d
x cosh(z) = y' cosh(z) + y tanh(z) cosh(z) = ' cosh(z) + ysinh(z) = d—(y cosh(x)).
T
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Folgelig er
ycosh(z) = /xcosh(az) dx = — cosh(x) 4+ z sinh(z) + C.

(Her har vi brukt formel 176) pa side 148 i Rottmann.)

Vi innsetter initialbetingelsen y(0) = —1 og far da at —1 = -1+ C. S4 C = 0 og
ycosh(z) = — cosh(z) + x sinh(x).
Det fplger at lgsningen til initialverdiproblemet er y = —1 + = tanh(x).

X n X 43n
Ifglge Rottmann side 122 er Z m—' = €% for alle x. Fglgelig er Z — = et’ og
n=0 e n=0 "
oo t3n+1 3
= te!" for alle t og
n!
n=0
T @ 2O 43nt1 S S 2 R SR VR
te" dt = dt = — | = R
foet = | N = | G~ S et
for alle z.
3042 .
Altsa konvergerer potensrekken o for alle x og summen blir / tet” dt.
= (3n+2)n! 0
oo $3n+2
Det er mulig & vise at ———— konvergerer for alle  uten a finne summen
(3n + 2)n!
n n!
n=0

ved for eksempel & bruke forholdstesten: For alle x har vi at

23(n+1)+2

B+ 1) +2)(nF1)! 3 2 3 2/n?
(3(”+:1E);ﬁ)2(n+1)! = n5—|— : |lz|? = 3 /57; + /: s|2|* — 0 nar n — oo.
e (Bn+5)(n+1) +8/n+5/n
o0 3n+2
Det fglger derfor av forholdstesten at Z h konvergerer absolutt, og dermed
n n!
n=0

konvergerer, for alle x.)

Det fglger av analysens fundamentalsetning at f'(z) = sin ($z). Folgelig er f”(z) =

juy

T COS (2$)

Det folger av Taylors formel at hvis T3 (x) er Taylorpolynomet av forste grad om 1

til f sé& er
f// c
fla) - Th(a) = T @ - 12
for en ¢ mellom 1 og x.
Hvis 09 <2 <1,10g09<c<1,1er
1 1 1
/ 2(0) (z —1)2| < ’7”(0,1)2 < 0,02.

Folgelig er |f(z) — T1(z)| < 0,02 nar 0,9 < x < 1,1. Vi kan derfor bruke T} (x) som
p(z).
Da f(1) =0o0g f'(1) = Ler p(x) =Ti(x) = f(1) + f()(z - 1) =z - L
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Oppgave 1 La g(z) = arcsin(z) og h(z) = 7. Merk at f(z) = g(h(z)) slik at f er
kontinuerleg pa intervallet [0, c0). Dei deriverte av g(z) og h(x) er lik

1

0=
1
Wiz) = (14 x)?
Ved a bruke kjederegelen far ein at
1 1 1 1 1
/ o / o _ _
J'(@) = ¢ (W] ,oyoh' (@) = 2 (14+2)? [1x (1+2)? (1+2)VI+2z
1 - (H—m) (1+x)?

Ein kan sja at for z > 0 er f'(z) > 0 og det folgjer at f er ein veksande funksjon.

Siden f er sterkt veksande for 0 < = < oo folgjer at f kan ha ekstremalpunkt i dei to
endepunkta. Nar z = 0 er f(0) = 0 eit ekstremalpunkt. Nar x — oo sa vil f(z) > cosaxz =0
er det einaste ekstremalpunktet for f pa intervallet 0 < x < co.

Oppgave 2 Hggda pa rektangelet er lik h = (1 — z)tan30 = (1 — x)% Arealet av
rektangelet kan skildrast ved uttrykket
z(1—x)

Ax) = 7

Den deriverte av A(z) er lik
1 -2z
\/g )

og A'(x) = 0 dersom x = % Moglege ekstremalpunkt til A er x = {0

det stgrste moglege arealet pa rektangelet er A(%) = 4—\1/3.

Al(x)

1

, 5,1} og ein kan sja at



Side 2 av 4

Oppgave 3 Ved & derivere f(x) far ein

1 sin 1
f'(x) = 2z cos ~+ :EQx—Zw.

Ein kan sja at lim,_,¢ 2x cos % = 0, medan lim,_, sin % ikkje eksisterer. Det folgjer at lim, o f'(z)

ikkje eksisterer.

Definisjonen av den deriverte gir at

— f(0 2cosi —0 1
f'(0) = lim J@) = JO) lim — 2 7 _ Jim zcos - = 0.
z—0 €xr — O x—0 X x—0 €T

Det folgjer at f er deriverbar i x = 0.

Oppgave 4 Vi finn tyngdepunktet til omradet ved a bruke vertikale remser. Tyngdepunk-
tet til ei typisk vertikal remse kan skildrast som

2
1
massesentrum :  (Z,7) = (z, ’ 2+ )
lengd : 2%+ 1
bredde : dx

areal : dA = (2> +1) dx

masse : dm =dA

Momentet om x-aksen av den vertikale remsa er y dm = % dA = @ dx. Folgjeleg

1 1 2 12 28
Mx:/ ydm = udx:—.
. 2 15

1 1 8
M:/ dm:/ 2 +1de = -,
1 1 3

M,y

say = F = %. Fordelinga av omradet er symmetrisk om y-aksen sa ¥ = 0. Tyngdepunktet

til omréadet er difor (0, 15).

Massen av omradet er

Oppgave 5 Likninga skildrar ei separabel differensial-likning pa forma

1

Ma—po—y W= vO=0




Ved a integrere pa begge sider av likskapsteiknet far ein

%/ka—yib—wdy:/nﬁ:t+cb

Delbrgksoppspalting gir m =1 1 4 L% og ved a integrere far ein

Side 3 av 4

“-y) YTk K a—b &k

Ved a setje inn i likninga ovanfor og bruke reknereglar for logaritma far ein

k b—aa—y a—bb—y

lny_z kt(a —b) + C.

Startverdien y(0) = 0 gir at C' =1In §. Ved a bruke eksponential-funksjonen far ein

a — aekt(afb)

a kt(a—b :
Eet( )—]_

y—a

e eln g ktlab) sy

Lgysinga av initialverdi-problemet blir

a— aekt(afb)

Y= @ kita—t) 1"
36Imt( b) _ 1

Oppgave 6 La a, = (;ézz" 22", og la x vere eit vilkirleg tal. Sidan
Cawal w2 a1
=1 =1 = lim ———2*=0

1 1 1 1 1 1 1 11 — 11 —
—/——————%i——/ + gy—ty-a 1lh=0 .
(a a—1>b

folgjer at potensrekkja er konvergent for alle x. Potensrekka til eksponential-funksjonen er gitt

ved e* =" % La u = —%. Da far ein
2 0o ;,3 0o n
cr=y oy OV
n=0 n=0
Oppgave 7 Polynomet Py(z) =1 — 12—2 er 2.ordens Taylor-polynom til funksjonen cosz i

punktet x = 0. Taylors formel gir at feilen kan estimerast ved
|z

|cosx — Po(z)| < M—— 3
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der M er ein positiv konstant slik at |cos® 2| < M. Sidan cos®® r = sinz kan ein velgje
M = 1. Ein far at feilen mellom funksjonen cosz og tilnerminga P,(z) pa intervallet |z| < 4

er gitt ved

|cosx — Py(z)] < =T < X

Alternativt kan ein bruke at

. Feilestimat

- er alternerande og oppfyller krava til Leibniz’s setning

Rekka 1 — 2% 420 20 4 ...
for alternerande rekker gir at for x < %

x? 2 1
|cosa:—(1—§)| < <3
Oppgave 8 La y? = x. Ved & bruke kjederegelen far ein fl—f = Z—Z% =2 %. Ved a sette
inn i initialverdi-problemet far ein
d 2
de—?;—Qy?:y, 0<t<oo, y(1)=+z(1)=2

Multipliser likninga med den integrerande faktor v(t) = e/ ~¢' 4 = ¢t = L:

Ldy y_d(y):i

tadt 2 dtt’ 2
Ved a integrere far ein

Y 1 1

S= | —dt==-Int+C

t 2t g e

S

4 y(t) = t(3Int + C). Sidan y(1) = 2 far ein at C = 2 og y(t) = t(3Int + 2). Folgjeleg er
2(t)

=y(t)? =¢*(Int +2)%
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Den forste grenseverdien er en ubestemt form av typen "0/0", og LHopitals regel gir

. sinx . cosx cos(m) 1
lim >—— = lim = =—.
X—T % — X X—n —2X 27 27

Den andre grenseverdien er av form "oo —oo". Vi omformer uttrykket ved & multiplisere
med x + vV x2 — x i teller og nevner:

. xz_x_(x—\/xZ—x)(JH xz—x)_xz_(xz_x)_ X B 1
X+Vx2-x x+VE2—x x+VEi-x 1+V1I-(1/x)

der vi i siste overgang delte pa x i teller og nevner. Derfor er

1 1 1
lim [x—Vx2-x|= lim = =_.
x~oo( ) —eol+yI-(1/x) 1+VI-0 2

Den deriverte er
20+xH)-2x-2x  2-2x*
1+x2)2  (1+xH)?
Vi finner kritiske punkter ved & lose f'(x) = 0, som gir 2 = 2x2, dvs. x = +1. Det eneste
kritiske punktet i intervallet [0,2] er altsa x = 1.

)=

Vi setter opp en tabell over funksjonsverdiene i det kritiske punktet samt i intervallets
endepunkter x = 0 og x = 2, og trekker ut laveste og hoyeste verdi.

Svaret er alts&: Maksimumsverdi er f(1) = 1, minimumsverdi er f(0) = 0.

Vi ser ved innsetting at ligningen er oppfylt for (x, y) = (1, 1), og dette punktet ligger derfor
pé kurven.

Implisitt derivasjon med hensyn pé x gir (tenk pa y = y(x) som en funksjon av x og bruk
kjerneregel)

2mx )(Zn(l + ) -2mxRyy) _

'A-y*) +y(=2yy) + (
yA=y)+y(=2yy)+cos 1+ y2 1+ y2)2
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Innsatt (x, y) = (1,1):

/ an _47Tyl / / / / n
=2y +cos(m)|————|=-2y —n+ny =n-2)y —n=0 :y:ﬁ
Stigningstallet til tangenten i (1,1) er altsd -%, og ligningen for tangenten er derfor
1=-2 (x-1) dvs _rx-2
Yot r ’ SR

For dem som matte vaere nysgjerrige pa hvordan dette ser ut, tar vi med et plot av kurven
og tangentlinjen:

=
=

=L

Sett f(x) = sinx + x — 1, sd ligningen som skal lgses er f(x) =0. Vihar f(0) =-1<0<
f(1) =sin1, sa skjeeringssetningen garanterer at ligningen har minst én lgsning i interval-
let 0 < x < 1. At det ikke kan veere to eller flere losninger, kan vi slutte av at f er voksende
iintervallet 0 < x < 1, fordi f'(x) = cosx+1>0der.

Vi setter opp Newtons metode:

fxn) sinx, +x,—1

Xn+1 = Xp — =Xn—
f(xn) cosx, +1

som med xy = 0,5 gir oss x; = 0,5109579530 og x» = 0,5109734293. Her har de fire forste

desimalene allerede stabilisert seg, og med tre desimalers noyaktighet er svaret x = 0,511
(korrekt avrundet).

Vi separerer (anta y #0 og y # 1):

d
1) f Y =f2xdx=x2+C.
ya-y
Delbrekopplesning gir
1 A

B
= +— = 1=A0-y)+By,
ya-y) 'y 1-y Y Y
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der den siste ligningen gjelder for alle y (i utgangspunktet var y = 0 og y = 1 utelukket,
men pga. kontinuitet vil ligningen ogsé holde for disse verdiene av y), og ved & sette y = 0
og y=1finnervi A= B =1 ogdermed

d 1 1
f y :f(—+—)dyzlnlyl—lnll—y|+C’:lnL+C'.
ya-y y 1=y -y

Sett dette inn i (1) (vi kan ta C' = 0, siden vi allerede har en integrasjonskonstant C pé
heyresiden av (1)) og ta exp av begge sider:

‘L‘ — 0 _ oCp o (iec)ex2 = De* (D = ieC)
1-y 1-y
— (1+Dexz)—Dex2 = y= De*
y - Y i De?

Til slutt bruker vi initalbetingelsen y(0) = 1/2 til & finne D:
D 1
y0)=——===-=2D=1+D = D=1.
1+D 2

Svaret er altsa (som vi ogsé kan sjekke ved innsetting)

2
ex

Y e

Tangentens (tauets) stigningstall er y', og fra figuren under ser vi at

, _—h
y = P

der h er hoyden av den skraverte trekanten. Men x? + h? = a? gir h = Va? — x2, s&

va?-x2

X

) y=-
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Integrasjon av (2) gir

NP
3) yz—f—dx.
x
Substitusjonen u = V' a? — x? gir
2x X
du=—-————=dx=-—dx = —-udu=xdx
2va? - x? u

Vi ganger med x i teller og nevner inne i integralet i (3) for & f4 kombinasjonen x d x:

Vaz— 12 2
y:_f—a xxdx=—fi2(—u)du=f—2u du,
X a

x2 2

2 2

— u?. N& skriver vi

(u? - a®) + a? a?
y= faz u2 f a® - u? u:f _1+a2—u2 du

2
a+u
—u+fﬁdu=—u+a2—ln—+c,
ac—u a az_uz

der vi i siste overgang brukte at u? = a® — x? og derfor x*> = a

der vi brukte integralet oppgitt i oppgaveteksten. Med u = vV a? — x? féar vi

2 _ 2
y=—\/a2—x2+alna+%+a
og vi finner til slutt C ved & bruke at y(a) = 0 (fra figuren):
y@) =aln(1)+C=C=0.

Svaret er altsa

N —,
y=fx)=-V az—x2+alna+%.

a) Vi tar utgangspunkt i den gitte rekken

4) =Y x*  (xl<D.
n=0

Integrasjon av begge sider gir (vi bruker her et teorem som sier at en potensrekke
kan integreres leddvis innenfor konvergensintervallet)

dx B 00 on )_ o) x2n+1
(5) fl_xz—Z(fx dx—z2 +C

n=0 n=0 <N +1

for |x| < 1. P4 den annen side er

©) f dx —lln(1+x)+C (Ixl<1)
1-x2 2 \1-x) 2 ’

som vi ser enten ved integrasjon ved hjelp av delbrok:

1 1 1 1
flc_b;fif(lfx*l— )dx_—(ln(1+x)—ln(1 x)”CZ"ln(lJri)wz’
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eller fra derivasjonen
(11 (1+x))’ l(l—x) (1-0-Q10+x)(-D 1 1
—In| —— = — = = .
2 1-x 2 1+x (1-x)2 1-x0+x) 1-x2
Fra (5) og (6) har vi
1 1+x 0o y2n+l BB« K2+l
—ln(—)=C3+Z =C3+x+—+—+—+-
2 1-x rmoln+1

oot

+-e,
7 2n+1

ogintegrasjonskonstanten C3 bestemmer vived & sette inn x = 0, som gir (1/2) In(1)

Cs, dvs. C3 =0. Altsa er

1 1+x o] x2n+1 x3 x5 x? x2n+1
(7 —ln(—)_ =X+—+—=—+—=+---+ o
2 1-x) j=o2n+1 3 5 2n+1
for | x| < 1, som var det vi skulle vise.
b) La0O< x < 1. Fra (7) har vi
1 1+x x3 x5 x7 x2n+1 x2n+3 x2n+5
—ln(—)— X+—+—+—=+-+ ): + -
2 1-x 3 5 7 2n+1 2n+3 2n+5
kall dette Jtrykket Ay

Hoyresiden er positiv fordi x > 0, og derfor er ogsa venstresiden A, positiv, og vi kan
vi sette den i absoluttverdi om vi vil. Vi faktoriserer ut x2"*3/(2n +3) pé heyresiden:

2n+3 2n+3 ,
An:|An|:2 +

2n+3 4
X+ X 4
+3 2n+5 2n+7

x2n+3

<

(1+x2+x*+--)
2n+3
~ x2n+3( 1 )
C2n+3\1-x2)

der vi brukte 2n+3 <2n+5<2n+7 < --- for & fa ulikheten, og rekken (4) for a fa
den siste likheten. Vi har dermed vist den enskede ulikheten:

1 1+x x3 x5 x7 x2n+1 x2n+3
8) |Axl= 'Eln(l—)—(x+—+—+—+---
-x

1
< .
2n+3 (l—xz)

For & svare pa det siste sparsmalet, finner vi forst x ved a lose

+
2n+1

1+x

1—=2 = 14+x=2-2x > 3x=1 = x=—.
-X

(8) gir da (multiplisere med 2 pa hver side)

In(2) 2(1+ L + L +-e 4 ! )
3 3.3 (2n+1)-32n+1

( )
<

(2n+3)-32n+3
9

T 42n+3)-32073
Vi regner ut heyresiden for n=0,1,2,3,... og stopper nér vi kommer under 107°:
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n 1 9
(2n+3)-327%3 1(2n+3)-32"%3
1 _ 1 1
0 333 ~ 81 36
1 1o _ 1 1
535 ~ 1215 540
2 1 _ 1 1
737 — 15309 6804
3 1 _ 1 1
939 — 177147 78732
1 _ 1 1 -5
4 | {737 = Tozse17 | 8seeosz < 10
Vi konkluderer at
1 1 1 1

1
In@2)=2|=+

+ + +
3 3.33 5.35 7.37 9.39

=0,6931460

med feil mindre enn 107°.

Alternativ losning av forste del av punkt (b): Vi tar utgangspunkt i den geometriske sum-

meformelen (for 2 # 1)

1- t2n+2 t2n+2
1+ 4+t 442" = =1+ 4+ 42"+ ,
1-12 1-1? 1-1?
og integrerer denne over [0, x] foren gitt0 < x < 1:
X dt x X t2n+2
f Z:f (1+t2+t4+---+t2”)dx+f s dt
o 1-¢ 0 o 1—1t
dvs.
1 1+x x3 x5 x2n+1 X t2n+2
—ln(—)z(x+—+—+ -t )+f dt,
2 1-x 3 5 2n+1 o 1-12
og det siste integralet oppfyller
X t2n+2 1 X 1 x2n+3
f dt < f l_2n+2 dt = ( ) i
o 1—1¢2 1-x2Jo 1-x2)2n+3
dervibrukteat0 << x = 5 1 7 < # Vi konkluderer at (8) holder.
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Lgsningsforslag

1 —cosx i sinx 0

(1)  lim ——— = lim =—-=0
z—0 sinz z—0 CcOS T 1
x 42 2 2 2
B ) 0 e —z Coet -1 . 2xet er 1
(79) lim 3 = lim 5— = lim =lim — = -
z—0 xX z—0 3z z—=0 6x z—0 3 3

(i) Sooo, LEln _ yheo (L -5). Den harmoniske rekken > >° | L divergerer (p-rekke

n=1 n n=1\n
med p = 1), mens ) 7, # konvergerer (p-rekke med p = 2). Den gitte rekken er derfor

divergent som en sum av en divergent og en konvergent rekke.

(13) .07 % =532, ((_ﬁ + ) Den alternerende rekken 52°°, D% kon-

n=1 n nZ n=1 n

vergerer ved Leibniz’s kriterium (testen for alternerende rekker), og > > n% konvergerer.
Den gitte rekken er derfor konvergent som en sum av to konvergente rekker.
Den er imidlertid ikke absolutt konvergent: Vi har \(_1) H/"] > U 5 0 for n > 2.

n n
Siden rekken 3 °° l_i/ " bestar av positive ledd for n > 2, kan vi grensesammenlig-

n=1
_1
ne den med )y %: lim;,—00 (11/# = limy,o0(1 — %) = 1, og siden 22;1% er di-
vergent, er > o2, 17711/" divergent. Siden |(71)2+1/n| > 17:/” > 0 for n > 2, folger at

Yoy \M| er divergent, dvs., > °° CD"Hn o jkke absolutt konvergent. Alter-

n n=1 n

nativt: Hvis 7, w hadde veert absolutt konvergent, ville rekken » >, (i)n =
>y ((%) — 7712> veert absolutt konvergent (som en differanse mellom to abso-

lutte konvergente rekker), noe som ikke er tilfelle. Ergo kan ikke > >, w veere
absolutt konvergent.

Hvis vi lar « veere avstanden fra bunnen av stigen til veggen, og y avstanden fra toppen
av stigen til underlaget, vil vi til enhver tid ha at 2% 4+ y? = 52 = 25 . Implisitt derivasjon
av denne ligningen mhp. ¢ gir 2:6% + Zy% = 0, som gir % = —%‘é—f. Pa det aktuelle
tidspugktet ery = 4,z = V25—42 = 3 og % = 0.1. Innsatt i uttrykket for ‘C% gir

y

dette 57 = —% -0.1 = —0.075, dvs., toppen av stigen glir nedover veggen med en fart av

s i)

a) Vihar z,y1 =z, — Tp 3 n=0,1,2,3,.... Med x¢ = 2 far vi folgende tabell:

2Ly,
n |0 1 2 3 4
Ty | 2| 1.75 | 1.73214 | 1.73205 | 1.73205

Vi ser at tredje desimal ikke endrer seg etter andre iterasjon, og dette tar vi som
numerisk evidens for at v/3 ~ 1.732 med tre desimalers ngyaktighet.

b) Vi har darctanz _ 1+1x2 og arctan 0 = 0, sa arctan z = arctan x —arctan0 = [ L dt.

dx 1412
For |t| < 1 har vi H% =30 o(=1)"t*" (en geometrisk rekke med faktor —t?), sa for
|z| < 1 kan den integreres leddvis fra 0 til z. Dette gir:
T 1 r ) S T ) o x2n+1
tans = [ ————dt = —1)"2")dt = —1)rdt =Y (—1)" .
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c¢) Siden L. < 1, kan rekkeutviklingen fra b) brukes til beregning av arctan %

V3

3n(2n +1)V3

Dette er en alternerende rekke hvor absoluttverdien av leddene gar monotont mot null,
2 . . s o 6

sa feilestimatet for alternerende rekker kan brukes. Hvis vi setter u, = @ DV3’
har vi derfor at summen av de n fgrste leddene vil gi verdien av m med en feil mindre

103 : : — 6 103
enn 2 - 1077 dersom vi velger n sa stor at u,1 = i En a3 < 2-107°. Med 1.732

i stedet for v/3 i uttrykket for u, far vi folgende tabell:

n 0 1 2 3 4
0.3849 | 0.0769 | 0.0183 | 0.0047 | 0.0012

3.4642 | 3.0792 | 3.1562 | 3.1379 | 3.1426

n=0

ot — 6
ntl = 3nFT(2n13)1.732
6

n
Zk:o 3F(2k+1)-1.732

Sa vi ser at n = 4 holder. Siden det fgrste utelatte leddet har negativt fortegn, vil
summen av de 4 fgrste leddene veaere et overestimat. Hvis vi setter feilen lik 0.002
(selv om vi fra tabellen ser at den er mindre), far vi 3.1426 — 0.002 = 3.1406 som et
nedre estimat for m, og dermed har vi vist at 3.1406 < m < 3.1426 (spesielt ser vi at
de to ferste desimalene er sikre).

a) Volumet kan beregnes ved skivemeotden eller sylindermetoden. Vi viser begge meto-
dene.

Skivemetoden: Her integrerer vi langs y-aksen fra y = 0 til y = h. For en gitt y vil
radien i skiva veere lik y'/¥ og vi far:
y=h

h h
1 T
V= 1/k 2d :/ 2/kd — |: 1+2/k’:| _ h1+2/k.
/Ow(y )dy Ty =T B Y

Sylindermetoden: Her integrerer vi langs z-aksen fra z = 0 til z = h'/*. For en gitt
vil hgyden i sylinderskallet veere lik h — z*. Vi far:

-

pl/k z=h1/k

R/ 1 1
onx(h — zF)dx = 277/ (he — 2" NYde = 27 [2h:p2 - xk+2]
0

k+2 R

1 1 1 1
-9 *hhz/k . hl/k k+2 —9 *h1+2/k . h1+2/]€
i [2 SEALE "2 2+ k
PVPSEEY/'S ENRNE T RPNy S S S S Y/
2 k+2 2(k+2) 1+2/k '
b) Fra a) har vi at volumet V' ved vannhgyde y er gitt ved V =V (y) = 1+7£/ky1+2/k, og
Torricellis lov sier at % = —/y. Til sammen gir dette:
d 4 w2osk| oy oy
dt {1+2/k:y W T Y
og vi ser at % er konstant hvis og bare hvis .
Med denne verdien av k far vi % = —%, og dermed y = —%t + C, hvor C er en

konstant. Hvis vi setter t =0nar y =1, far vi 1 = C og dermed y = 1 — %t. Tanken
er tom nar y = 0, og det gir . Dermed tar det 7 tidsenheter a tgmme tanken.
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(i) 1lim 1 — cos(z?) _ 2z sin(z?) llim sin(x?) 1 22 cos(z?)
z—0 x4 =0 4a3 220 22 2 20 2z

1

_ L 2y _ |1

= il_rfl cos(z*)

. . 1 In(l—z)+z . -1 +1

1 4 )= S A e | x
(#) 250 (a: * In(1 — x)) 230 zIn(l —z) 250 In(l-z) — 2
-z -1 1

= li —lm———— =
50 (1—a2)In(l—7z) -z o90 —In(l—x)—2 |2

a) Vi viser fgrst at ligningen har en lgsning i intervallet [0,1]. Sett f(z) = 23 + 2z — 1.
Vi har f(0) = -1 <0o0g f(1)=1>0,sa f(0) <0 < f(1). Fra skjeeringssetningen
(Intermediate Value Theorem) folger at det finnes et z € [0, 1] slik at f(x) = 0. Sa
ligningen har en lgsning i [0, 1].Videre har vi at f/(z) = 322 4+ 1 > 0 for alle z, s& f
er strengt voksende. Dette medfgrer at det ikke finnes mer enn ett x slik at f(z) = 0,
sa lgsningen er entydig.

b) Vi har ;41 =z, — x%;fizl, n=0,1,2,3,.... Med startverdi zo = 1 far vi fglgende
tabell:
n |0 1 2 3 4

xn | 1] 0.75 | 0.6860465116 | 0.6823395824 | 0.6823278040

Vi ser at fjerde desimal ikke endrer seg etter tredje iterasjon, sa vi tar |z = 0.6823
som tilneermet lgsning med 4 desimalers ngyaktighet.

Med betegnelser som pa figuren er bilens hastighet gitt

ved %, hvor t er tiden. For alle ¢ gjelder at y? + 752 = 5.

Derivasjon av denne ligningen mhp. ¢ gir Qy% = 25%, bil
dvs., % = 5%. I det gitte gyeblikket er s = 125 m og

ds/dt = —20 m/s, som gir y = V1252 — 752 m = 100 m
og % = 135(_20) m/s = —25 m/s = —90 km/h. S bilen

kjgrer med en fart av [90 km/h|. 5 "

For de som lgste oppgaven ut fra feil bokmalsversjon:

Her er ds/dt = —17,5 m/s, sa ‘C%’ = 12(-17,5) m/s =

—21,875 m/s = —78,75 km/h. Sa bilen kjorer med en fart

av | 78,75 km/h | o
75m politimann
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a) La V vaere volumet til rotasjonslegemet. Med skivemetoden far vi:

h Y2 ™ Z/Qh h2
v /Oﬂ-( a) Y G{Q}o 20

Ty
V=V =-2.
W) =5
Derivasjon mhp. tiden ¢ gir —‘fi‘t/ = gy%’, dvs., %’ = —fy —‘fi‘t/ I det gitte gyeblikket er

% = —2dm?® ogy = 1m = 10dm. Med a = 7dm™! gir dette

dy mdm™! dm?
G 1Odm(_2) = —0,2dm/s = —2cm/s.

Med andre ord: Vannhgyden avtar med i det gitte gyeblikket.

a) Med u, = © far vi

7’L|5L"n+2

[y _
lup| — (n+ 1)|z[*+!

n o
= |z| = |z| narn — co.
n+1

Forholdskriteriet gir da at rekken konvergerer for |z| < 1 og divergerer for |z| > 1,

dvs., [R—1]

Endepunkter.

x = 1: Vi far den harmoniske rekken » >, % som (f.eks. ved integralkri-

teriet).
(=p+t

x = —1: Vi far den alternerende harmoniske rekken  >° | *——— som | konvergerer

ved Leibniz’s kriterium, nemlig: Rekken er alternerende, og absoluttverdien til leddene
gar monotont mot 0.

b) Med f(z) = zg(z) far vi g(x) = >.°°, Z- for |z| < 1. Leddvis derivasjon av rekken er

n=1 n
tillatt innenfor det apne konvergensintervallet, sa vi far ¢'(x) = > o2 | 2™ nar |z| < 1.
Dette er en geometrisk rekke med faktor x, og summeformelen for geometriske gir
g'(x) = 302 2™ = & nar |z| < 1. Siden g(z) = 0, far vi g(z) = g(z) — g(0) =

o g (t)dt = [ Ldt = [-In(1 —¢)]§ = —In(1 — ), som til slutt gir

fx)=zg9(zx)=|—2zIn(l —2)| nar -1 <z <1.
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Lgs initialverdiproblemet

Oppgave 1
y = (2/x)y =
—2Inx __

.TZ, y(l) = 2
(2/x)y = a* er en forsteordens linezer differensialligning. Vi finner en
- ) d = € =

o a — _
lgsning pa intervallet (0, 00). Den integrerende faktoren er e~/

Lgsning: y
272 s4 ligningen kan bli omskrivet til
d -2 Yy Y a?
— ==-2S=—==1
dx (y2™) x? x3 a?
[1der=x+c Day(l) =2, folger det at ¢ = 1, sa lgsningen
2y(l)=2ery=2*z+1)=2°+2%

Det fglger at yx
til initialverdiproblemet ¢’ — (2/z)y = x

Beregn det ubestemte integralet

Oppgave 2
/ dx
4z
1 b
Lgsning: Da z° + x = z(2? + 1) forsgker vi at omskrive ] i + & for
¥z 2?41
passende valg av konstanter a, b og ¢
ax+b ¢  (ax+br+cl@*+1) (a+c)z® +br+c
B (2?2 +1) N 3+

»?+1 =z
hvis og bare hvis a + ¢ =0, b = 0 og ¢ = 1. Det er enkelt

ar—+b < _ 1
+
aseata+c=0, b—()ogc:lhv1sogbarehv1sa——1 b=0o0gc=1.Vihar

Sax2+1 r 4z
1 x
altsa at =—— , og dermed at
»4+r v x2+1
— = d
/x?’—l—x / /
Vi har at ]
/—dwzln\xl—i—c.
x
Da er dy = 2x dx og
idy 1 1
/gjﬂdztz/zyy fln]y|+c—21n(x2+1)+c.
|z

Dermed har vi at
1
Injz| — =In(2* +1) +c=In ———
241

Nk

/a:3+x
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Oppgave 3 Vi skal lgse ligningen 22 — 2 cosx = 0.

a) Vis at ligningen har ngyaktig én lgsning pa intervallet [0,2]. Har ligningen
noen lgsning utenfor dette intervallet?

Lgsning: Funksjonen f(x) = 2% — 2 cosx er kontinuerlig, og da f(0) = —2 < 0 og
f(2) =4 —2cos(2) > 0 folger det av skjeeringssetningen (mellomverdisetningen)
at det finnes en c¢ i intervallet [0, 2] slik at f(c) = 0. Ligningen x? — 2 cosz = 0 har
altsa en lpsning pa intervallet (0,2). Da f'(x) = 2x 4+ 2sin(z) > 0 for alle x > 0, er
[ strengt voksende pé intervallet [0, 00), og ligningen 2% — 2 cosx = 0 har derfor
ngyaktig én lgsning pa intervallet [0, 2].

Da f er en jevn funksjon (dvs. f(—x) = f(z) for alle z), m4 ligningen 2% —2 cosz =
0 ogsa ha en lgsning pa intervallet [—2,0] (nemlig x = —c).

(Da f er strengt avtagende pa intervallet (—oo,0] (fordi f er jevn og strengt
voksende pa [0,00)), og strengt voksende pa [0,00), folger det at z = +c er de
eneste lgsningene til ligningen 22 — 2 cosz = 0.)

b) Bruk Newtons metode til & finne lgsningen pa intervallet [0, 2] med tre desi-
malers ngyaktighet.

Lgsning: Vi lar (o = 1 og setter

f(xy,) 12 — 2cosw,
Tpy1 = Tp — =Xy, — .
+ f(xy,) 2z, + 2sin z,

Da far vi z; = 1,021885930, x5 = 1,021689970 og x3 = 1,021689954. Det synes at
de 3 forste desimaler har stabilisert seg, sa vi gjetter pa at lgsningen med tre desi-
malers ngyaktighet er x = 1,022, dvs. vi gjetter pa at lgsningen tilhgrer intervallet
[1,0215,1,0225). Da f(1,0215) = —0,000712152 < 0 og f(1,0225) = 0,003038154 >
0 ser vi at det er tilfellet, sa lgsningen med tre desimalers ngyaktighet er x = 1,022.

(Hadde vi i stedet startet med xq = 2, hadde vi fatt x; = 1,169508482, =, =
1,029192017, x3 = 1,021712598, x4 = 1,021689954 og =5 = 1,021689954. Vi kan
ikke starte med zy = 0 fordi f’(0) = 0.)

Oppgave 4 Finn punktene der funksjonen f(x) = |x — 1| — (z — 2)? oppnéar
henholdsvis sitt maksimum og sitt minimum péa intervallet [0, 4].
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Lgsning: Funksjonen f oppnér sitt maksimum og minimum enten i endepunktene
av intervallet, i punkter der f ikke er deriverbar, eller i punkter der f’(z) = 0.
Funksjonen f er deriverbar i alle punkter panser nar x = 1, og

by J-1=2(w—2) forxz <1,
f(m)_{l—Q(x—Q) for x > 1.

Vi har at
—1-2x-2)=0 <= 2—-2=-1/2 < z=3/2,
0g
1-2(x—-2)=0 <= 2-2=1/2 < z=5/2,

sa det eneste punktet i intervallet [0,4] der f/(z) =0 er x =5/2. Da f(0) = =3 <
f(1)=f(4) = -1 < f(5/2) = 5/4, ser vi at funksjonen f oppnar sitt maksimum
pa intervallet [0, 4] i punktet x = 5/2 og sitt minimum pa intervallet [0, 4] i punktet
r=0.

Oppgave 5 Gitt funksjonen
f(z) = /x V2cos?t — 1dt, x € [—m/4,7/4].
0
Bestem buelengden til grafen til f.

Lgsning: Buelengden til grafen til f er

" TP+ da

—7/4

Det fglger av analysens fundamentalsetning at f/(z) = v/2cos?x — 1, s& (f'(z))* +
1 =2cos’z og +/(f'(x))2 +1 = 2cosz (da cos(z) > 0 for x € [—7/4,7/4]), og
derfor er buelengden til grafen til f lik

w/4 w/4 w/4
V()2 +1de = V2cosx dr = 2\/5/ cosz dz = 2v/2[sin z]}/*
0

—m/4 —7/4
= 2v/2(sin(rr/4) — sin(0)) = 2v/2(1/v/2 — 0) = 2.
/4
(Vihar her brukt at cos x er en jevn funksjon fra hvilke det fglger at / ) cosx dr =
—n/4

w/4
2/ cosx dz.)
0
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Oppgave 6 Uttrykk funksjonen

2
Lem® —1
—
0 x
som en alternerende rekke. Hvor mange ledd ma du summere for at partialsummen

av denne rekken skal approksimere integralet med en feil mindre enn 10727 (Vink:
Det kan antas kjent at

holder for alle reelle tall ¢.)

oo n

t
Lgsning: Da ¢’ = ) — holder for alle reelle tall ¢, er
n=0 n:

n,.2n

:i(_l),x

og for alle reelle tall z, og

2

efa: e8] )nxQn 2 o0 )n+1 2n
z:: z:‘f) (n+1)!
[e'e] (_1)n+1$2n
for alle reelle tall x forskjellig fra 0. Hvis z = 0 sa er Z ———— = —1. Det

= (n+1)!
fglger at hvis vi definerer funksjonen f ved a sette

) = {em{ hvis x # 0,

-1 hvis x = 0,

sa er
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Maclaurinrekken til f. Da Maclaurinrekken til f konvergerer mot ”71 for alle x

22 a2
der <=1 er definert (dvs. for alle z # 0), har vi uttrykt funkSJonen ¢~ som

en Maclaurinrekke.

Det fglger ogsa at

—1 B "+1 2n B 00 (_1)n+1x2n+1 1_ 0 (_1>n+1
/ e / ”+1 dx_LZ:o(?nH)(nH)! 0_§(2n+1)(n+1)!

n

Vi har hermed uttrykt det bestemte integralet
Le=2*
—— dx
/0 x?

er en monoton avtagende fglge som konvergerer mot 0,

som en alternerende rekke.

Da folgen {

folger det at
1 ,—2% _ n—1 _1)k+1
/ e 1 dr -3 (—1) <
0 x? = 2k +1)(k+1)! 2n+1)(n+1)!
n—1 (_1)k+1

102, s vil
<107, sd i Z(2k+1)(k+1)!

1
@nt1)(nt1)! }

1

for alle n > 1. Vi har derfor at hvis

1
(2n+1)(n+1)!
1 e—a?

approksimere integralet / e’ -1 dx med en feil mindre enn 1072, Da 51— =

A @r D!
1/6 > 1/100, =1/30 > 1/100 08 Gariar = 1/168 < 1/100, mé vi

(34+1)!

1 n+1
summerer de 3 fgrste leddene av rekken Z )
— (2n+1)(n+1)!

approksimerer integralet med en feil mindre enn 1072,

@ 2+1)(2+1

for at partialsummen

Oppgave 7 Sindre skal steke ribbe til julaften og folger en oppskrift han har
funnet pa Internett. Vi kan anta at temperaturen pa kjokkentet er 21 grader.
I tillegg antar vi at Newtons avkjslingslov gjelder slik at temperaturen i ribba
endres med en rate som er proporsjonal med temperaturdifferansen mellom ribba
og omgivelsene (kjokken eller ovn). Vi antar dessuten at temperaturen i Sindres
ovn endrer seg momentant til gnsket temperatur nar Sindre skrur pa bryteren.

a) Sindre tar ribba ut av kjgleskapet en time for han skal steke den. Han stik-
ker umiddelbart steketermometeret i ribba og leser av at temperaturen er
4 grader. Idet han setter ribba inn i ovnen, leser han av at temperaturen
er 7 grader. Han lar sa ribba steke i 30 minutter pa 230 grader. Hva viser
steketermometeret da?
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Lgsning: La T veere temperaturen til omgivelsene, og la T'(t) vaere temperaturen
til ribba til tiden ¢ hvor £ méales i timer. Da har vi at

dr(t
A 0) 0
t
for en konstant k. Ligningen (1) er en separabel differensialliging. Hvis vi separarer
de variable far vi kdt = D ;()t), hvorfra fglger at
kt = /kdt () =—In|To —T(t)]+c
To = T(t)

hvor ¢ er en konstant. La vi t = 0 ser vi at ¢ = In |Ty — T°(0)|. Vi har altsa at

kt = —1n|Ty — T(t)| + In|Ty — T(0)] = In

T, — T(0)
Ty — T(t) ‘ '

Nér ribba sta pa kjgkkentet, har vi at Ty = 21, T'(0) =4 og T'(1) = 7, sa

)=
1]“‘21—7 ( )

Det folger at

17 Ty — T(0)
1 =In|——+—+
l”1(14) " TO—T(t)|
og dermed at
(17)t |1y —1T(0)
14)  |T,—T()|

Temperaturen til ribba kan ikke bli hgyere enn temperaturen til omgivelsene, sa
|To — T(0)] =Ty — T(0) og |To — T(t)| = To — T'(t). Herav folger at

7, 70) = (1) (1, - T(0)

og dermed at

T(t) = Ty — G‘;)t (Ty — T(0)).

Nér ribba stekes i ovnen er T = 230 og T(0) =7, sa

14\ /2 14
T(1/2) = 230 — (17) (230 - 7) =230 — 223 .

Vi har altsa at temperaturen til ribba etter den har stekt i 30 minutter er 230 —
223./14/17 =~ 28 grader.
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b) I fglge oppskriften skal Sindre na skru temperaturen ned til 160 grader og ta
ut ribba nar termometeret viser 75 grader. Imidlertid har han na ikke mer
enn to timer til radighet. Hva ma han i stedet endre temperaturen til om
julemiddagen skal bli ferdig i tide?

Lgsning: Na er T'(0) = 230 — 223,/14/17, og vi gnsker at T'(2) = 75. Vi skal altsa
finne T slik at

14

T(t) =Ty — (17)2 (TD — (230 - 223 14/17)) = 75.

Det fglger at vi ma ha

75— (1) (230 - 223)/14/17)  43708,/235 — 307885

To= 1 _ (%)2 1581

~ 175.

v 238—397885
1581

Dvs. temperaturen til ovnen mé settes til 2378 ~ 175 grader.

Oppgave 8 La {a,}>, veere en folge. Vi antar at det finnes en r > 0 slik at
folgen {a,r"}>2, er begrenset. Vis at da er potensrekken

)
> aua”
n=0

absolutt konvergent nar |z| < r.

Lgsning: Da folgen {a,r"}°, er begrenset, finnes et tall K slik at |a,r"| < K
for alle n. Vi har da at |a,2"| = |an7“”|‘f—:‘ <K (@) for alle n. Nar |z| < r er

den geometriske rekken » K <|m|> konvergent (fordi %‘ < 1). Det folger derfor
T

n=0
oo

av sammenligningskriteriet at rekken »  |a,z"| er konvergent nar |z| < r, dvs. at

n=0
oo

potensrekken Y a,z" er absolutt konvergent nar |z| < r.

n=0
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Oppgave 1 Den rasjonale funksjonen p er definert som
() 22 — 37+ 2
r)=—F"T-—".
PR = 322 Zhr 12

Finn de tre grenseverdiene lim,_,o p(z), lim,_,; p(z) og lim,_,., p(x).

Ldsning: ) , )
lim p(x) = limi =—-=1
z—0 z—0 312 — Hr + 2 2

Da lim, ;22 — 3z +2 =lim, 1322 =52 +2=0, 2> —3x +2 og 322 — 5z + 2 er
deriverbare pé intervallet (0,1), (32?2 — 5z +2) = 6z — 5 # 0 for z € (0,1) og

. L@ -3x+2) . 20-3 -1
hm dx = [1m — — _1
1 %(3x2 —br+2) =16z —5 1
folger det av L’Hopitals regel at
. 2 —3x+2 _ L(a? -3+ 2)
limp(z) = lim -—5——— = lim % = —
z—1 =1 312 —bx + 2 z—1 %(313 — bx + 2)

Alternativt kan man finne grenseverdien lim,_,; p(z) ved & innse at z? — 3z +2 =
(r—1)(x—2) og 32? =3z +2 = (v —1)(3z — 2), s&

23 2 —1 -2 -2
limp(x)zlimw:hm (z =Dl ) — lim = —1.
o1 e>1322 —br+2 =1 (z—1)3x—2) 2213z —2

lim p(z) = I 2% — 3x + 2
im p(z) = lim —————
1 — 2
T 3/x+3/x
=00 3 —5/x 4 2/2?
B 1
=3

2

Oppgave 2 La funksjonen f veere gitt ved f(x) =2e % — .

a) Vis at det finnes ett, og kun ett, tall ¢ € (0,1) slik at f(c) = 0.
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Lgsning: Ettersom f er kontinuerlig og f(0) =2 > 0 og

_2—6
e

<0

f(l)y=2e1-1
fordi e > 2, sa sier skjeeringssetningen at det ma finnes et tall ¢ € (0,1) slik at
fle)=o0.

N& er f/(z) = —4ze™ —1 < 0 for alle € [0,1]. Dermed er f synkende pa hele
intervallet og kan krysse z-aksen kun én gang. Altsa, det finnes ett, og kun ett,
tall ¢ € (0,1) slik at f(c) = 0.

b) La R veere omradet i forste kvadrant begrenset av koordinataksene og kurven
y = f(x). Vis at volumet, V', av omdreiningslegemet som fremkommer ved
a rotere R om y-aksen er gitt ved

V= %(6 — 3¢ —26%).

Lgsning: Et sylinderskall med y-aksen som sentrum, radius z, hgyde f(z) og
tykkelse dx har volum
dV =2rxf(z)dx.

Summen av alle disse skallene med radius fra z = 0 til z = ¢ er dermed
V = 27r/cxf(x) dx
0

=27 /OC (2376_”2 — xg) dx.

Med substitusjonen u = 22 er du = 2x dx og

C C2
/ e~ dr = / e “du
0 0

¢ —U
=—| e
0
— 11—
c
:1_5,

der den siste likheten kommer av at 2e~ — ¢ = 0. Videre er [ 22dz = ¢3/3, sa

v22w<1—§—§>:§(6—3c—2c3).
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c) Finn ¢ med en ngyaktighet pa tre desimaler vha. Newtons metode og bruk
dette til & ansla en tilneermet verdi av V.

Lgsning: Vi setter

f(zn) Qe — 1,
Tpy1 = Tn — =Tp+
f(xy) dx,e=n 4 1

Med startverdien zy = 1/2 far vi iterasjonen

zo = 0.5

x; = 0.91351
x9 = 0.89598
x3 = 0.89605
x4 = 0.89605

og vi tolker de stabile verdiene som at c, til tre desimaler, er ¢ = 0,896, dvs. vi
gjetter pa at c tilhgrer intervallet [0,8955,0,8965). Da f(0,8955) = 0,0014339 > 0
og f(0,8965) = —0,0011719 < 0 ser vi at det er tilfellet, s& c er, med en ngyaktighet
pa tre desimaler, lik 0,896.

Volumet av rotasjonslegemet er da

V a0 1,961.
Oppgave 3 En funksjon f har verdi 1 og stigningstall 1/2 i x = 0. Videre er
17(0) = 1/2 og generelt er den n’te-deriverte av f i 0 gitt ved
f0) =, foralle n=0,1,2,3,...

Hvis f er analytisk pa intervallet (—2,2), dvs. hvis f(z) er lik sin Maclaurin-rekke
(Taylor-rekke om 0) for alle z € (—2,2), hva er f(1)?
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Lgsning: Ettersom f er lik sin Maclaurin-rekke, er

|
|M8
Y3
3—._
&3

for alle z € (—2,2). Spesielt er

Oppgave 4 Lgs initialverdiproblemet

dy o B e?
%—( +y)z, y(\@)—m~

Lgsning: Ligningen % = (y*> + y)x er en separabel differensialligning. Hvis vi

d
separarer de variable far vi ﬁ dy = x dx, hvorav fglger at / 5 i = / xdr =
) Y

2

S
—_ Cy.
2 1

For a utregne intergralet yTler dy forsgker vi oss med delbrgkoppspalting: Da y? +

y =y(y + 1) gjetter vi pa at vi kan finne A og B slik at g + ﬁ = y21+y. Da

A B Aly+1)+By (A+B)y+A

7_’_ — =
y y+1 yly +1) y>+y
har vi at g + y—fl = y21+y hvis og bare hvis A+ B = 0 og A = 1. Vi har altsa at

1 1 1
= - — —— og dermed at
y2+y v yt1 98

dy 1 1
= [ - —— dy=1In(y) -1 1 .
/y2+y /y 1Y n(y) —In(y +1) +
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Det fglger at In(y) —In(y +1) = 22/2 4 ¢ for en konstant c. Da y(v/2) = % folger
det at ¢ = In({%5) ~In(155 +1)—1 = In(1%5) —In(;25)—1 = In(e?)—1 = 2—1 = 1.

Vi har altsd at In(y) — In(y + 1) = 2?/2+ 1. Da

In(y) —In(y + 1) = 22/2 + 1 <= @+l — go?/241

Yy 22 /241
y+1
= y=(y+ 1)
— y(l . €x2/2+1) _ e902/2+1
/241
= Y=
folger det at y(z) = % er lgsningen til initialverdiproblemet
N P P
dx ’ 1 —e?

Oppgave 5 Funksjonen g er gitt ved

1 sin(z/2) - 7& 0
M@—{f ’ Ty
m, r = U.
a) Vis at g er en kontinuerlig og jevn funksjon. (En funksjon f er jevn hvis
f(—=z) = f(x) for alle x i domenet til f).

Lgsning: g er apenbart kontinuerlig for alle x bortsett muligens i x = 0. Det ma
altsa vises at

lim g(z) = g(0).

z—0
Na er

1 si 2
lim g(x) = lim L sin(@/2)
x—0 x—0 T €T

— lim 1 sin(z/2)
e=0 2\ /T x/2
1
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pa grunn av den velkjente grensen limg Sige = 1. Alternativt kan grensen bereg-

nes ved I"Hopital.

g er en jevn funksjon fordi sin er en odde funksjon og for alle x # 0 er

1 sin(—z/2)
9(—x) N
_ 1 —sin (x/2)
N
_ 1 sin (x/2)
N
= g(z)

Trivielt er ogsa g(—0) = g(0).

b) La A veere omradet i planet begrenset av kurven y = g(z) og linjene y =
0,z =1 o0g x = —1. Vis at legemet som fremkommer ved & rotere A om

xz-aksen har volum
1 (2n)!(2n — 1)

. 7 . 1
og estimér volumet med en feil mlndre enn € = 555055

Hint: . ) )
— t 0 "
st = == oy cost = 2 G

for alle reelle tall ¢.

Lgsning: En skive i x med radius g(z) og tykkelse dx har volum
dV = ng*(z) d.

Volumet av omdreiningslegemet er summen av alle skiver fra x = —1 til x = 1:

V=7T/1 g*(z) dw

-1

=27 /1 g*(x) dx

o / ( 1 sin m/2)> i

_ 2/01 sin x(;z:/2) J

11 —coszx
:/ — dx
0 T

X
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der den andre likheten kommer av at g er jevn, noe som medfgrer at g* er jevn.
Den trigonometriske identiteten i hintet ble brukt i den siste likheten.

Na er
i( 1)n xQn
cosSx = —
= (2n)!
sa
S (-1
1—cosz=1-— N
n=0 (271)'
e’} x?n
=y (-
; (2n)!
og

1—cosx & x2n2
- P -1 n—1 )
x? n§=:1( ) (2n)!

Ettersom dette er en absolutt konvergerende rekke kan den integreres ledd for ledd,
og dermed er

2n—2

1 T
— -1 ”_lid
v /0 n;( N T
© (_1 n—1 1
(—1) / 222
0

n=1 (271)'
B io: (_1)71,—1 1 l,2n—1
S @) |2n—1

(=)"!
- n; 2n)l(2n — 1)

n (2n)!(2n—1)

N
SN = Z Ay, .
n=1

Ettersom V' er en konvergerende alternerende rekke, er

[V —sn| < lan|
1
2(N+1)(2(N+1)—1)
1
(2N +2)I[2N +1)
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Vi finner na den minste N slik at denne nevneren er stgrre enn 1/e¢ = 200000:

(2N+2)!(2N + 1)
72

3600

282240

N

Dermed er |V — s3] < € og

VNS3
:a1+a2+a3
1 1 1

=2 72 3600
— 0.486389

med en ngyaktighet pa 1,/200000.
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Oppgave 6

Du bor 3 km fra havet, og fra huset ditt i origo y !
(se figur 1) gar det en vei langs kurven 25y? =
425, x €10, 3], y > 0 ned til stranden som ligger
pa linjen z = 3. En dag bestemmer du deg for a
sykle eller ga ned til stranden for & bade. Nar du
sykler ma du sykle pa veien, men du kan nar som
helst parkere sykkelen og ga det siste stykket i en
rett linje vinkelrett mot strandkanten (det spiller

ingen rolle hvor pa stranden du bader). swim

|
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
f
3
I

Figur 1: Illustrasjon til opp-
gave 6

a) Pa hvilket punkt (z,y) pa veien vil du parkere sykkelen og begynne & ga
dersom du gnsker & komme frem pa kortest mulig tid nar du vet at du sykler
3 ganger raskere enn du gar? Husk a bevise at din lgsning faktisk gir den
korteste reisetiden.

(Vi antar at bade gang- og syklehastigheten er konstant.)

Lgsning Fordi y > 0, kan veien beskrives eksplisitt ved

| 4 2
= | — b = 2452

og lengden langs veien fra origo til punktet (x,y) er da
/$\/1+(y’(t))2dt:/$\/1+t3dt.
0 0

La v veere ganghastigheten. Tiden det tar a sykle langs veien fra (0,0) til (z,y)
med hastighet 3v, og deretter ga fra (x,y) til (3,y) med hastighet v, er dermed
gitt ved

1 e 3_
T(x):g—/ VitBd+2—L
v JO

(%
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Vi finner minimum til denne kontinuerlige funksjonen pa det lukkede intervallet
[0,3]. T har kritiske punkter der 7"(x) = 0. Da

1 1
0=T(x)= —V1+a3— -
3v v

= V14+23=3
— 1 =2,

og ettersom T' ikke har singuleere punkter, har 7" sitt minimum enteniz = 0,2 = 2
eller z = 3. Na er

/" x2
) 20v/1 + 3
>0
for alle x € (0, 3]. Altsa er 7" stigende pa hele intervallet og ettersom 7" er kon-
tinuerlig og 7"(2) = 0, sa er T negativ pa [0,2) og positiv pa (2,3]. Dermed er
T minkende pa [0,2) og stigende pa (2, 3] hvilket beviser at © = 2 er et absolutt
minimum for 7.

For & komme raskest frem til stranden skal man parkere sykkelen i punktet

“V3).

(@) = (2.2

Alternativt bevis for at x = 2 er et absolutt minimum: For ¢ > 2 er
V141t > 3 og dermed er

3
/\/1+t3dt>(3—2)-3:3.
2
Det fglger da at
1 2
vT(2):§/ VIt Bdt+1
0

1 2 1 3

<§/ \/1+t3dt+§/ V1T 8dt
0 2

=vT'(3).

ForO<t<2er+v1+1t><3og

2
/ VIt 8dt<(2-0)-3=6.
0
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Det folger da at
1 2
VT(2) = §/ VIt 8dt+1
0

1
<-6+1
3 +

=3
= vT'(0).

Altsa er T'(2) < T(0) og T'(2) < T(3) og x = 2 er et absolutt minimum.

b) La funksjonen f veere gitt ved f(z) = V1 + 23 For 0 <z < 2er |f"(x)] <
3/2 (du behgver ikke a vise det). Bruk trapesmetoden for & finne tallet

2
I:/ V14 23de
0

med en feil mindre eller lik 1/16. Kan du ut ifra denne tilnsermingen kon-
kludere med at det tar mindre enn 21 minutter & dra ned til stranden pa
raksest mulig mate nar ganghastigheten er v = 6 km/t?

Lgsning: Feilformelen for trapesmetoden gir

|]—T|<§(b_a)3
"= 19n2
3 23
-~ 212n2
1

n2

som er mindre eller lik 1/16 hvis n = 4. La 2; =i/2 og y; = f(z;) fori =0,...,4.
Da er

I%T;l
b—a /1 1
= <y0+yl+y2+y3+y4)
n 2 2
1/1 3V2 V70 3
S T gL Y72
2<2+ V2 +2>
SIRESCN
~ 3.283

med en ngyaktighet pa 1/16.
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Tiden det tar, i timer, a dra ned til stranden pa raskest mulig mate nar ganghas-
tigheten er 6 km/t, er

1 2 1
T(2):—/ V1+addr + =
3-6Jo 6

I

L1
18 6

VivetatT4—1i6§]§T4+l—16,séi

T, +1/16 1
TQ) < A2 2
@) —F—+5

=~ (0.3525
= 21.15 minutter

sa vi kan ikke konkludere med at det er mulig a gjgre dette pa mindre enn 21
minutter.

Ekstra:
Det kan vises at f”(x) > 0 pa intervallet [0,2]. Trapesmetoden vil alltid gi et
estimat som er stgrre enn enn den virkelige verdien av integraler av konvekse
funksjoner fordi alle rette linjer mellom to punkter pa grafen vil ligge over grafen.
Altsa er

1
T4_T6§I§T4
0og
T, 1

T2) < —+ =
()_18+6

~ (0.3491
= 20.94 minutter

og vi ser at reisetiden faktisk er mindre enn 21 minutter. Begge svar, bra begrun-
net, godtas.
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Oppgave 1. Under rottegnet star det 1+ ¢*, og den deriverte til dette uttrykket er ¢*, som
star utenfor rottegnet. Sett derfor u = 1 + ¢*. Da far vi

du/dx e

du = édx,

og vi kan Igse intergralet:

fex\/1+exdx:f\/ﬁdu:%u%+c

%(1 +ex)% +C

Oppgave 2. Her gér bade teller og nevner mot 0 nar x gar mot /2. Siden begge er deri-
verbare kan vi bruke L’Hbpitals regel:

d
. [;/2\/2—cosudu . a(f;/z\/Z—cosudu) . 2 cosx /2
LA Ly 1 i V2SO V2 [T
x—m/2 cosx x—/2 E(COSX) x—m/2 —sinx -

Her har vi brukt analysens fundamentalteorem til & derivere telleren.

Oppgave 3. Fgrst ma vi finne dy/dx i punktet (1,0). Funksjonen er gitt implisitt, men
ved a derivere begge sidene med hensyn pa x, og bruke blant annet produktregelen og
kjerneregelen, far vi

%(x(y+ +e') = %2
(%x)(y+l)+x(%(y+l))+%ey =0
L+ ) +x2 4?2 = 0.

I punktet (1,0) erx=10gy=0, sd vi far

dy _
1+25 = 0

dy
dx

[—

Tangenten vi er ute etter er altsd den rette linjen gjennom punktet (1,0) med stigningstall
—%, og har derfor ligning

y=0=-3(x-1)

det vil si

<
Il
=
|
BN—
=
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Oppgave 4. Nevneren faktoriseres som
x(x? +2x+2),
sa vi delbrgkoppspalter: det finnes konstanter A, B, C slik at
1 A Bx+C

—_—— ==

B+2x2+2x  x x2+2x+2
Multiplikasjon med fellesnevneren gir
A(X®+2x+2) + (Bx+C)x
(A+B)x*+ (2A+C)x+(2A-1),

o
Il

og vi far

A=L1 B=-1 c=-1.

)

_[ dx 1 /‘ f Ix+1

B+22+2x 2 x2+2x+2

Den siste integranden ma vi behandle litt. Den deriverte av nevneren er 2x +2, s vi splitter
opp brgken/integralet og omskriver litt:

dx B dx x+1
/x3+2x2+2x - 2/ z/ +2x+2 2/ +2x+2
B dx 2x+2
- 2/ 4/x2+2x+2 _Ef(x+1)2+1

I de to siste integralene foretar vi substitusjon:

u=x>+2x+2 = du=(2x+2)dx

v=x+1 = dv=dx,

[L _ dx 1 rdu 1 ¢ dv
B2+ 2 u 2J v2+1

= %ln|x|— Zln|u|— iarctanv+C

B[ —
=

Dette gir

og vi far

= %ln|x|—%1n(x2+2x+2)—%arctan(x+ H+C

Merk at vi ikke trenger absoluttverditegn pa uttrykket x> + 2x + 2 siden det aldri er negativt:
K +2x+2=(x+1)2+1.

Oppgave 5. Diffligningen er pa formen

dy

7 TPy =4(x),
by

med p(x) = x? = g(x). Den har generell Igsning

¥ =0 [ g(x)eax,

hvor (x) er en funksjon som har p(x) som derivert, det vil si p’(x) = x%. Vi velger u(x) =
13 og far da

7lx3 2 l)63
y(x)=e"3 fx e3” dx.

Substitusjonen

u= %x3, du=x*dx
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gir da
13
y(x) = e 3" fe”du
1
= 3" ("+0)
13 13
= ¢ 3" (3" +0)
13
= 1+Ce 3"
Siden
2=y(0)=1+C
far vi C = 1 og derfor
15
y(x)=1+e 3*

Oppgave 6. Taylor-polynomet av grad 2 til en funksjon g(x) om punktet x = 0 er per
definisjon andregradspolynomet

Pz(x) _ g(()(')) 4 gll(?)x+ g,;(!O)XZ

= g(0)+g'(0)x+1g"(0)x.

Vi ma altsé finne g(0),g’(0) og g”(0). Generelt vil kjerneregelen/produktregelen anvendt
pé en sammensatt funksjon p(g(x)) gi

[p(a(x))) p'(q(x))-q'(x)
[p(q(x))]" p"(q(x))-¢'(x)*+p'(q(x))-¢" (x).

Med g(x) = f(f(x)) far vi da

g(0) = f(f(0))=£(0)=0
g'(0) = f(£(0)-f'(0)=f(0)-f'(0)=2-2=4
g"(0) = fU(£(0))-£1(0)*+ £ (£(0))- £(0) = £7(0)- £'(0)*+ £'(0)- £ (0)
= 1.22+2.1=6.
Dette gir
Py(x) = 0+4)c+%-6x2

- [ar)

Oppgave 7. En mate a tenke pa en kule med radius R pé er som rotasjonslegemet man far
ved a rotere halvsirkelen

f(x)=V/R*=(x-R)? 0<x<2R
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om x-aksen:

R 2R L 2R

Volumet vi er ute etter er det samme omdreiningsvolumet man far ved a la x gé fra L til 2R:

2R )
'/L wf(x) dx
- nfLZR(RZ-(x-R)Z)dx

2R
= ﬂf (2Rx-x*)dx
L

V(L)

- a[re-1°L"

= (4R -8R -RL*+1L%)

= | 7w (3R -RL*+1L°)

Merk at det er flere mulige fremgangsmater her, f.eks. via et rotasjonslegeme man féar ved
a rotere en passende graf rundt y-aksen.

Oppgave 8. Det hele handler om antall fisk i innsjgen pa et gitt tidspunkt. La derfor F(z)
betegne antall fisk etter ¢ dager. Setningen “endringen i fiskebestanden per tidsenhet er pro-
porsjonal med 1 delt pa kvadratroten av fiskebestanden” oversettes direkte til diffligningen

dF k
P
hvor k er den ukjente proporsjonalitetskonstanten. Dette er en separabel diffligning: vi far
VFAF = kdt
[ VFar = [ kar
iF : = ke,
(her har vi samlet de to konstantene fra integralene til én konstant C) som gir

2
F(t)=[3(ke+C)]3.
Vi har to konstanter, men ogsa to kjente verdier av F. Siden
2
2500=F(0) = [3C]3

far vi
250000

2 mend
C=2.25002 = :
3

altsd

Wi

2
F(t) =3 (kt + 2%%9)]3 = [3kt + 125000
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Videre har vi

2 2
1600 = F(122) =[3-122k+125000]3 = [183k +125000]3 ,
som gir
3
183k + 125000 = 16002 = 64000,
det vi si
61000 1000
C183 3
Dette gir oss
2

3 2
F(r)=|3. _1000Y 4 125000 = [125000-500¢]3 .
2 3

All fisken er dgd nar F =0, det vil si nar 125000 — 500z = 0. Dette gir 7 = 250. Vi sjekker at
ikke F(249) ligger mellom 0 og 1 (hvis f.eks. F(249) hadde vert 0.3, kunne vi ha tolket
det som at all fisken var dgd ogsa etter 249 dager):

2
F(249) =5003 ~63.

Altséd er F(249) ~ 63, mens F(250) = 0. Konklusjonen blir at

\ det vil ta 250 dager fgr all fisken er dgd.

Oppgave 9. Newtons metode for en funksjon f(x) starter med en verdi xo og gir verdier
X1,X2,... gitt ved

f(xn)

I (xn)

Fra den rekursive formelen vi er gitt i oppgaven far vi
f(x) _x*-3
fr) 2

og den enkleste funksjonen som tilfredsstiller dette er

Xp+1 =Xp —

f(x)=x*-3

(merk at for en hvilken som helst konstant k vil ogsa funksjonen k(x> —3) passe inn).
Funksjonen f(x) = x*> -3 har to nullpunkt, nemlig +v/3. Siden vi starter med x = 2 og
f(x) er konveks (f"'(x) = 2), vil fglgende holde:

(1) fglgen er minkende: xp > x| > xp > -
(2) den er nedre begrenset av \/§ , det vil si \/§ < x, for alle n.

Fglgen vil derfor konvergere, og det mot nullpunktet V3.
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Oppgave 10. Den fgrste divergente rekken mange tenker pa er den harmoniske rekken

sé vi prgver 4 finne to konvergente rekker Y2 | a, og ¥..2, b, med a,b, = % Eller hva med

en enkelt konvergerende rekke Y02 a, med a2 = %? Mange alternerende rekker konvere-

erer, sé la oss preve & finne en slik. Hvis Y2 a,, skal vaere en rekke med a2 = 1, sd ma vi
n=1%n n

n?
ha

N/

a, = eller a, = —

G
Ved 4 sette

(-n"

a, =

B

far vi en alternerende rekke

i (="
n=1 \/ﬁ
som konvergerer ved alternerende rekke-testen. Leddene i denne rekken tilfredsstiller det
vi gnsker:

Land Y2 a, og Yo, b, vare to konvergente rekker, hvorav en av dem, f.eks. Y.,2; ay,
konvergerer absolutt. Kan det da vere slik at rekken 372, a,b, divergerer? Det at rekken
> o2 | an konvergerer absolutt vil si at rekken Y72, |a,| ogsd konvergerer. Det samme kan
vi i utgangspunktet ikke si om rekken Y .2, b,, men siden den konvergerer vet vi f.eks. at
leddene ma ga mot 0:

lim b, =0.

Kan dette hjelpe oss? Vel, siden leddene gar mot O ma fglgen by, by, b3, ... vere begrenset,
det vil si at det finnes et positivt tall K > 0 slik at

|ba| < K

for alle n. Dette kan vi bruke til & vise at rekken Y .2, a,b, faktisk konvergerer absolutt. Vi
far nemlig at

0 < |aubu| = |an| - |bn| < Klay|
for alle n, og siden rekken Y72, |a,| konvergerer har vi et sammenligningsresultat for po-
sitive rekker som sier at da ma rekken 3,2 |a,b,| 0gsa konvergere. Dette betyr at rekken
> o | anby konvergerer absolutt, og fra teorien fglger det da at rekken selv ogsa konvergerer.
Sé svaret er

’ nei, det samme kan ikke skje hvis en av rekkene i tillegg konvergerer absolutt.
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Delvis integrasjon med u’(x) = x? og v(x) = Inx gir

e 1 o1 e 1 11 ,]° 1
fl x?Inxdx = [§x3lnx]l - §J; x?dx = §e3 -3 [§X3L = 5(263 +1).

Differensialligningen er separabel. Vi Igser ved separasjon av variabler. Det gir

dx .
e—x=smtdt
fe"‘dx=f sint dt
—e*=—cost—C

e *=cost+C
—x = In(cost + C).

Det vil si,

1
x(t)=1In (m)

Fra initialbetingelsen x(0) = 1 farviatC = e™! — 1. Altsd er
D=in(—— ).
¥ =In ecost+1—e
Vi observerer at/x > x? for x € [0, 1]. Skivemetoden gir

1 1 1
V= nfo (Wx)?2 = (x¥?) dx = nfo (x—xHdx=m [%xz - %xs]o = %n.

Delbrgkoppspalting gir
x*>+x+1 x*+x+1 A Bx+C

= = _+—’
x3+x x(x?2+1) x  x?+1
dervifaratA = C = 1 0og B = 0. Dermed er

x2+x+1 1 1
f —dx=J -+ dx = In x| + arctanx + C.

x3+x x  x%+1

Funksjonen f er kontinuerlig pa det lukkede intervallet [—m /2, /2]. Altsa har f en maksimalverdi
og en minimalverdi pa [—/2, m/2] ved ekstremalverditeoremet. Vi ma dermed sjekke endepunk-
tene samt eventuelle kritiske og singulaere punkter.

Ved a benytte %lxl = % for alle x # 0 far vi

, X 1

f'tx) = i cos |x| >

slik at f'(x) = 0 har lgsning x = /3. Da %|x| ikke eksisterer for x = 0, er x = 0 et singuleert
punkt.
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Fra
I I
f(—z) =2+ ~ 27854 £(0) =
T\ V3 om T\ T
f(g)—7—g+1z1.3424 f<§)—2—zz1.2146
ser vi at f oppnar sitt maksimum i x = —/2 og sitt minimum i x = 0.

@ Fra oppgaveteksten far vi
dv

— =— 2
dt kv(t) )

der v(t) betegner hastigheten (malt i km/time), t er antall timer og k er proposjonalitetskonstan-
ten. Videre har viat v(0) = 8 ogv(1/12) = 6.

Differensialligningen er separabel og vi lgser ved separasjon av variabler. Det gir

dv
— = —kdt
v
dv
J- ¥=.f— —kdt
1
——=—kt—-C
v
1
- =kt+C.
v
Det vil si,
t) = .
YO =t
Frav(0) =8farviatC = 1/8. Altsd er
O = g1
Frav(1/12) = 6 farvik = 1/2. Detvil si,
t) = .
YO =

For & finne ¢t slikat v(t) = 1lgser vi 8/(4t + 1) = 1 med hensyn pa t. Litt regning gir t = 7/4. Altsa
har boreplattformen hastighet 1 km/time etter 7/4 time, det vil si 1 time og 45 minutter.

a) Fra formelen for bulengden til grafen til en funksjon far vi

7 7 ’ 7
S=J; 1+(f’(x))2dx=f2 1+z(x+2)dx=%f2\/9x+22dx

Viregner ut integralet f27 V9x + 22 dx ved hjelp av substitusjon. Lau = 9x + 22. Daer

7 1 (88 1[2 .. 1% 2
f Vox +22dx = 5 Vudu = 5 [§u3/2] = ﬁ(ssvss — 80V10).
2 40 40

Altsd er
1 (7 1 5v5
s= EJ Vox +22dx = 5(85\/@— 80V10) = 7(17\/ﬁ— 16V2).
2
b) Legg merke til at f(g(x)) = (x¥3 — 2 +2)32 = x 0g g(f(x)) = ((x + 2)3/%)?/3 -2 =

x + 2 —2 = x. Altsd er f og g inverse funksjoner av hverandre. Dermed ma grafene deres ha
samme buelengde.
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Trapesmetoden med n = 1 gir

Jedt 1 1+1‘1 _! 1 =~11752>1
1t~(e )223 —Z(ee)~. .

En mate a se at trapesmetoden gir en for stor verdi for integralet er a tegne grafen til f(t) = 1/t og
trapeset gitt av trapesmetoden med n = 1 i samme figur.

y

QR =

1 e

Deter klart at arealet av trapeset er stgrre enn arealet under grafen til £ (t). Altsa vil trapesmetoden
med n = 1 gi en for stor verdi for integralet.

Fra
! H>1
> (e—e™)

far vi, ved a gange begge sider med 2e, at
e?—1> 2e.

Detvil si,e? —2e —1> 0.
Legg merke tilate? — 2e — 1 = (e — 1)2 — 2. Altsd er

e?—2e—1=(—1)2%?-2>0.
Det vil si, (e — 1)2 > 2. Ved 4 ta kvadratoten pa begge sider av ulikhetstegnet, samt legge til 1 pa

begge sider, far vi
e>V2+1~24142.

1 n
_kz 2
) ke
k=1

en Riemann-sum for f pa intervallet [0, 1]. Det gir

1 v 1
. _1-2 2 2
11m—22ke"/" =J-xexdx.
n-o n 0

=1

. ) 1 . N
Viregner ut integralet fo xe™*" dx ved hjelp av substitusjon. Lau = —x2. Daer

J-l %% dx = 1f_1u_1f0 ud—ll -1
0xe x—zoeu—z_le u—z( e ).

n

1 1
lim — Z ke k*/m* = 5(1 —e™h.

n—oo nZ
k=1

@ La f(x) = xe™**.Daer

Altsa er
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Implisitt derivasjon med hensyn pa x gir

e* ™V + xe*™Y 1—Q —y—x—=0
dx dx ’

som innsatt for (x,y) = (1, 0) gir

d
2e —(e+1) = 0.
(x¥)=(1,0)
Det vil si,
dy _ 2e
dx )=o) € +1
Ligningen til tangenten til kurven i punktet (x, y) = (1, 0) er sa gitt ved
_ 2e "
YT e+ @ =D.

Observer at x3 — x = x(x? — 1) = x(x + 1)(x — 1). Delbrgkoppspalting gir at

1 _1 1 + 1 1
x3—x 2\x—-1 x+1 x
slik at

fdx —fl . ~ )= 2ldx = Snjr -1+ 2 Inpx+ 1) I fx| + C
x3—x 2\x—1 x+1 x x_znlx | 2n|x | =Inix] '

I vart tilfelle er f(x,y) = cos(xy — x) slik at
Yn+1 = In + hf(xn: yn) =n + hcos(xnyn - xn)v Xn = Xo + Tlh,

derh =0.1,x, = 0 og y, = 0.9. Dermed er
Y1 =Y + hcos(xgyy — %) =09+ 0.1cos0 =1,

0g
Y, =y, +hcos(xy; —x;) =1+ 0.1cos0 = 1.1.

a) Ettersom P, er taylorpolynomet av grad 4 til f om a = 0 vet vi at

1 1 1
Py(x) = f(0) + f'(0)x + 5f"(O)x2 + 5f"’(O)x3 + Ef<4>(0) =34 2x% + x3 + 4x*
slikat 1/3! f"(0) = 1. Detvil si, f"(0) = 6.

b) Taylors formel gir i vart tilfelle at

)
5!

der s ligger mellom 0 og x. Fra oppgaveteksten vet vi at | ) (x)| < 12 for alle x slik at

x5

Eu(x) =

12 1
|Ea(0)] = glxl5 = EIXIS-

For at |x|5/10 < 107° m4 |x|®> < 107>, Det vil si, |x| < 1/10.
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Gitt et rektangel med bredde b og hgyde h, og omkrets ¢ = 2b + 2h har vi at arealet til rektangelet
er gitt ved

b
A=bh=§(c—2b)
La f(b) = (b/2)(c — 2b). Vi gnsker a finne b slik at f (b) blir stgrst mulig. Da f har ingen singulaere

punkter (punkter der den deriverte ikke er definert), og endepunktene er uinteressante, ser vi pa
eventuelle kritiske punkter.

Ettersom 1
c
f’(b)=E(c—2b)—b=§—2b=0

har lgsning b = c¢/4 farviath = ¢/2 —b = ¢/2 — c¢/4 = c/4. Altsa far vi stgrst areal ved a velge
b = h = c/4 for et rektangel med en gitt omkrets ¢, det vil si et kvadrat med sidelengde c/4.

Vi skal né finne dimensjonen til den stgrste «rektangulaere» pakken som kan sendes som en sar-
pakke. Fra den fgrste delen til oppgaven vet vi at vi far stgrst areal dersom det vertikale tverrsnittet
er et kvadrat. La det vertikale tverrsnittet ha sidelengde x, og dermed areal x2. Fra regelen til Posten
angdende sarpakker vet vi at

4x +s =150

der s er den stgrste lengden. Det vil si, s = 150 — 4x. Altsa er volumet til seerpakken gitt ved
V(x) = x?s = x2(150 — 4x).

Vi gnsker a finne x slik at V (x) blir stgrst mulig. Da V har ingen singuleere punkter (punkter der den
deriverte ikke er definert), og endepunktene er uinteressante, ser vi pa eventuelle kritiske punkter.

Ettersom
V'(x) = 2x(150 — 4x) — 4x? = 300x — 12x? = 12x(25—x) =0

har Igsning x = 0 og x = 25, og der x = 0 er uinteressant, vet vi at V' (x) ma innta sin stgrste verdi
nar x = 25 ogdermed s = 150 — 4x = 50.

@ Ved analysens fundamentalsetning er

fe) =Vt -1
slik at buelengden til grafen til f pa intervallet [1, 2] er gitt ved
2 2 2 1 7
szf 1+f’(x)2dx=J \/1+x4—1dx=J xzdx=§(23—1)=§.
1 1 1
Fra definisjonen til den deriverte far vi at

fO+m=fO _ . fW) =7
=l

O i g = fhsing

Observer at | sin1/h| < 1 for alle h # 0. Det gir at
1
—|h| < hsin - < |h|
h
for alle h # 0. Skviseregelen gir sa at
"(0) = lim h si 1 0
f'( )—hl_r)l’(l) sin - = 0.

Altsa eksisterer den deriverte til f i x = 0, og dermed er f deriverbarix = 0.
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(i) Observeratn?(1/2)" = n?e™'"(1/2) = n2¢="I"2 Tkampen mellom en potens (et polynom) og
en eksponentialfunksjon, vinner alltid eksponentialfunksjonen, som i vart tilfelle betyr at

2

n
Jim Sz = 0.
Da
e (R D2(A/2)M 1
r = lim = lim =—-<1
noo  a, n—oo n?(1/2)n 2

gir forholdstesten at rekken ZZ;O n2(1/2)" konvergerer. (Merk at det forholdstesten gjgr er &
sammenligne med en passende geometrisk rekke.)

(ii) Observer atsin(2nn + n/2) = sin(w/2) = 1. Altsd er

1 =1
Z— (27rn+ ) Z—,
17’1 ~ n

som er den harmoniske rekken. Den harmoniske rekken divergerer (som vi ser ved for eksem-
pel integraltesten).

(iii) Maclaurinrekken (taylorrekken om a = 0) til f(x) = e* er gitt ved

[ee) xn
-3
n=0
for alle x € R. Spesielt har vi at
10™

— 910.
n!

n=0

@ Maclaurinrekken (taylorrekken om a = 0) til sin x er gitt ved

D" y2n+1

simx= L, 2n+ 1))
for alle x € R. Dermed er -
sinx3 = G x6n+3
— (2n+ D!
som igjen gir at
sinx3 _ ( " o
x3 (Zn + 1)'

Altsa kan vi uttrykke det bestemte integralet

1 sin x3
I = 3 dx
0 X
som den alternerende rekken

sin x3 =nr o = D"
f f Z(2n+1)l x dx_n=0(2n+1)!(6n+1)'

La s, veere den nte partialsummen til rekken. Det vil si,

(D"
G 2k + D6k + 1)

Spn =
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La a, vaere det nte leddet til den alternerende rekken. Det vil si,

o = ="
T @2n+1D!(6n+1)

Observer at |a, 1| < |a,| forn =0,1,2,...0gatlim, ., a, = 0.
I vart tilfelle er sa feilen til approksimasjonen for integralet ved partialsummen s, gitt ved

1
2n+3)(en+7)

[l = sp| < lapql =

For at |a,,4| < 1073 ma (2n + 3)! (6n + 7) = 10® = 1000. Fra tabellen
n | 0 1
@n+3)(6n+7) | 42 1560

ser vi at vi ma summere opp de to fgrste leddene, a, og a,, for at partialsummen skal gi en approk-
simasjon til integralet som har feil mindre enn 1073,
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Implisitt derivasjon med hensyn pa x gir

dy dy dy
3 2 xy | —Z 2 — .
y° + 3xy dx+e (dx+y +xydx +2x =0,

som innsatt for (x,y) = (1, 1) gir

d d
3+3d—§ +<1+2£ >e=0.
(x¥y)=(1,1) (y)=(1,1)
Det vil si,
dy _e+3
dx ey)=(11) 2e+3

Ligningen til tangenten til kurven i punktet (x,y) = (1, 1) er sa gitt ved
e+3

=1- —-1).
y Zer3* D
Observerat
dy 1 x
axtY e

er en 1. ordens linezer differensialligning med p(x) = 1/x og q(x) = e*.Dax > 0 farviat u(x) =
Inx og e#® = xslik at

_ = xe¥
ppe [xy] = xe*.

Integrasjon med hensyn pa x gir sa

xy=fxe"dx+C.

1
I x
y—x(fxe dx+C)

Det vil si,

derx > 0.

Altsa er 1 L
y(x) = ;(fxexdx+C) = ;(xex—ex+C)

der den siste likheten fremkommer ved delvis integrasjon. Innsatt for y(1) = 4 farvi at C = 4.
Dermed er
(x—1De*+4

y(x) = .
Observer at x2 + x — 2 = (x + 2)(x — 1). Polynomdivisjon gir at

*+1 - 3x—1 - 3x—1
Zrx—2 Zrx—2 (x+2)(x—1)°

Delbrgkoppspalting gir at

3x—1 _1( 7 N 2
(x+2)(x—-1) 3\x+2 x—-1)°
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Dermed er

f‘* X3+1d_f4 Y A q
, X2+ x—2 *= 2 * 3\x+2 x-1 *

1 1
= [Exz—x+5(71n|x+2|+21n|x—1|)]

4

2
1 7
=4+§(7ln6+21n3)—§1n4
7
=4+3ln3—§ln2

der den siste likheten fremkommer ved a utnytte atIn6 = In 3 + In 2.

Dersom h er kontinuerligi x = 0 ma lim,_,y h(x) = h(0). Fra observasjonen om at cosx = 1 —
x2/2! +x* /4! +0(x°) folger det at

_1 2
h(x) = o + 0(x*).
Det gir at
lim h(x) =i ! 0x?) | = 1_1
limh() = lim{ 3+ 06N ) = ;= 35
Altsd ma h(0) = 1/24 for at h skal veere kontinuerligix = 0.
Arealet av rotasjonsflaten er gitt ved

8
A= FCOWTT (@) dx

4 1 2 8 1 2
=2 f Vx ’1+(2x—1/2> dx+f ~/8—x\/1+(—§(8—x)‘1/2> dx
0 4
2 ' + 1d +f8 33 d
= 4T X+ —dx — —xdx
0 4 PN
2 W2 T 2733 W2
=27 [§<x+z) l +[—§<T—X> l

T
= §(173/2 - 1)

8

0 4

@ Lag(x) =1/(1 —x).Daer

for —1 < x < 1, som igjen gir at

AR T AN
n=0 n=0

for —1 < x < 1. Leddvis integrasjon gir sa

(_l)nxn+1

n+1

n=0

In(1+x) =

for—1 < x < 1.Altsd er

[ee]

FOO) = In(1 + 2x) = Z

n=0

for —1/2 < x < 1/2, som betyr at taylorrekken til f rundt 0 har konvergensradius 1/2.

=n"
n+1

(Zx)n+1
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Vi ser fgrst pa de kritiske punktene til h. I vart tilfelle er

x—1
lx — 1

h'(x) = +2x + 2,

som gir at h'(x) = 0 har Igsning x = —1/2.
Fra uttrykket for h'(x) ser vi at x = 1 er et singulaert punkt.

Da h(=2) = 3,h(—=1/2) = 3/4,h(1) = 3 og h(2) = 9, tar h sitt absolutte maksimum i x = 2, og sitt
absolutte minimumix = —1/2.

Observer at f er en kontinuerlig funksjon, der f(—=1) = e+54+2=e+7 >00gf(1) =e—5+2 =
e — 3 < 0. Skjeeringssetningen gir sa at det finnes et tall c € (—1, 1) slikat f(c) = 0.

@ a) Formlike trekanter gir at

slikat b = (20 — 5h) /4. Arealet som funksjon av h er sa gitt ved

20h — 5h? 1
A(h) =hb = ———— =5h(1~h).

b) Vignsker & finne h slik at A(h) er stgrst mulig. I vart tilfelle er
5
A'(h) =5-— Eh

slik at A’(h) = 0 har Igsning h = 2. Vi har ingen singuleere punkter og endepunktene er
uinteressante. Det maksimale arealet (i m?) til fronten er s gitt ved

A(2)-10<1—§)— .
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Ettersom

x+3 _(x+2)+1 1 4 1
x2+4x+4 (x+2)2  x+2  (x+2)?

folger det at

J‘” x+3 d _j‘” 1 + 1 d
X2 +4x+4 x= g\x+2 (x+2)? x

b
. 1 . 1
= jim [1“<x+ 2)= m] = AE&(I“@ Tyt 1)-

Siden 1
gl_)rg In(b+2) = og gl_{g 532" 0

far vi at
f ®  x+3 d
—  dx =
1 X2 +4x+4
Altsa divergerer integralet.

a) Laf(x) = arctanx —2x+4 for x € R. Siden f er en kontinuerlig funksjon og f (3) < 0 < f(0),
gir skjeeringssetningen at f(x) = 0 har minst én Igsning nar x € (0, 3). Observer at

1
Fre =12

Da0 < 1/(1+ x2?) < 1forallex € R, ma f'(x) < 0 for alle x € R. Altsé er f en strengt
avtagende funksjon. Dermed har f(x) = 0 ngyaktig én lgsning for x € (0, 3).Siden f er strengt
avtagende for alle x € R kan ikke f(x) = 0 ha lgsninger for x utenfor (0, 3). Dermed har
f(x) = 0 ngyaktig én lgsning for x € R.

Newtons metode gir i vart tilfelle at

_ f(xn) arctan x,, — 2x,, + 4
Xn+1 = Xn f,(xn) = Xn 1/(x121 m 1) —

forn=0,1,2, ... Innsatt for x, = 2 far vi at

—5 arctan2—4+4_2+5arctan2 2 6151
MELT 2 v -2 9
arctan 2.6151 — 5.2302 + 4
X, = 2.6151 — ~ 2.6019.

1/(2.61512 + 1) — 2

b) Foratkurvene”/*arctan x+4—ye* = 2x cos wy skal skjaere x-aksen ma y = 0.Innsattfory =
0 farviarctan x +4 = 2x. Detvil si,arctan x+4 —2x = 0.Fraa) vetviatarctanx+4—2x = 0
har ngyaktig én lgsning for x € R. Altsa skjaerer kurven x-aksen ngyaktig én gang.

For a finne ligningen for tangenten til kurven i punktet (0,4) bruker vi implisitt derivasjon
med hensyn pa x. [ vart tilfelle far vi at

Lot aretanx 2 + 20 _er (1)) =2 2mx Y i
46 arc anxdx 1+ x2 e dx y | = 4cosmty T[xdx sinmy.
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Innsatt for (x,y) = (0, 4) far vi at

slik at
dy
dx

(0,4)

Ligningen til tangenten til kurven i punktet (0, 4) er sa gitt ved

4= 2l ioe-s

(0,4)

det vil si,
y=(e—6)x+4.

Siden | cos(1/(x —1))| < 1forallex # 1, harviat

.2 .2 1 i 2
—sin“(x — 1) < sin“(x — 1) cos poa— <sin“(x — 1)

foralle x # 1. Da
lim +sin®(x —1) =0
x—

gir skviseregelen at

1
. .2 _ —
}CI_IH sin“(x — 1) cos(x_ 1) 0.

Forat f skal veere kontinuerligix = 1samalim,_,, f(x) = f(1) hvilketer oppfyltnar L = f(1) = 0.
Altsa er f kontinuerlig for alle x € Rnar L = 0.

Legg merke til at f(7r/3) = e5/2%1/2 = ¢3,slik at f~1(e®) = m/3. Siden
fl(x) — _65/2+cosx sin x

har vi at
FYE) = =t %,
PO - Fad v

Lay, = 4—x?ogy, = 2—x.For & finne skjeeringspunktene ser vi pd y; = y,, detvilsi,4—x% = 2—x.
Detsvarer tilx? —x—2 = (x+1)(x—2) = 0 som har lgsningx = —1 og x = 2. Videresdery, =y,
for alle x € [—1, 2]. Skivemetoden gir sa at volumet av omdreiningslegemet er gitt ved

2 2
V=T[f (ylz—yzz)dx=nf (16 — 8x% + x* — (4 — 4x + x?)) dx
-1 -1

2 x5 108
=nf (12+4x—9x? +x*)dx=n L2x+2x? =3+ —| = —m
-1

-1

@ Innsatt for x = m/2 far vi at

/2 /2
f(g) - fo 2tsin(m — t) dt = [2t cos(m — t)]g/z - fo 2cos(m —t)dt

= [2sin(m — t)]g/2 =2.
Analysens fundamentalsetning gir at f'(x) = 2x sin(w — x) slik at

F"(x) = 2sin(m — x) — 2x cos(m — x).
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Dermeder f'(n/2) = mog f"(n/2) = 2.
Taylor-polynomet til f av grad 2 om punktet a = /2 er sa gitt ved

2

=3 = 0 (e B3

2

—2+( 7T>+< 7T>2—2 -
= T\X 2 X 2 = 7 X,

() Laa, = (-1D)"!/(n+Inn).Sidenn+ 1 +In(n+ 1) >n +Innforallen > 1 har vi at

1
n+1+In(n+1) <n+lnn_

|an+1| =
for allen = 1, har vi at leddene er avtagende. Observer at a,,a,,,; < O forallen > 1 og

lim a, = 0.

n—-oo

Davii tillegg vet at leddene avtagende, gir test for alternerende rekker at

had (_ 1)n+1

n+lnn
n=1

er konvergent.
For & avgjgre om rekken er absolutt konvergent eller betinget konvergent ma vi se pa rekken

a =
n n+Inn
n=1 n=1

og hvorvidt den konvergerer eller divergerer. Sidenn + Inn < 2nforn > 1 har vi at
! >
n+lnn  2n

forallen > 1.Da Z:’:l 1/n er den harmoniske rekken som vi vet at divergerer (ved for eksem-
pel integraltesten), gir sammenligningstesten at

[ee)

Z 1
n+lnn

n=1
divergerer da Z;O:l 1/(2n) divergerer.
Altsa er
d (_1)n+1
n+lInn
n=1

betinget konvergent.

(ii) Sidenn —1 < nforallen = 2 harviat

n—1 n 1

for alle n > 2, gir sammenligningstesten at

- n—1
Z n*

n=2
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konvergerer da Z:f:z 1/n3 konvergerer (dette er en p-rekke, med p = 3 > 1 som vi vet at
konvergerer ved for eksempel integraltesten).

Laa, = (n — 1)/n* Siden a, > 0 forallen > 2 (detvil si, |a,| = a, forallen = 2) ma

(o0}

n—1

Tl4
n=2

veere absolutt konvergent.

(iii) Siden f(x) = arctan x er en strengt voksende funksjon for alle x € R, og f(0) = 0, m& n? —
arctann < n? for allen > 0. Det gir at

3n 3n 3
n2 —arctann = n? n

for alle n > 1. Sammenligningstesten gir sa at

oo
Z 3n
n2 — arctann

n=1
divergerer da 2:10:1 3/n divergerer.

La f(x) = sinx?. Siden f'(x) = 2x cos x? er buelengden til grafen tily = f(x) frax = 0tilx = 1
gitt ved

1 1
I =J- 1+ f'(x)?dx = f 1+ 4x2 cos? x? dx.
0 0

La F(x) = V1 4+ 4x2 cos? x2. ] vart tilfelle har vi fire delintervaller samtata = 0 og b = 1 slik at
h=(1-0)/4 =0.25.

Simpsons metode med fire delintervaller gir sa tilneermingen S, =~ I, der

S, = g (F(0) + 4F(0.25) + 2F(0.5) + 4F(0.75) + F(1))

0.25
x5 (14+4-11176 +2-1.3924 4+ 4 - 1.6156 + 1.4723) ~ 1.3492.

@ Vi observerer at
1 1 1

x3—2x2+2x  x(x2—2x+2) - x(x—1D2+1)
Delbrgkoppspalting gir sa at

1 1(1 (x-1D-1
x((x— 12 +1) _E<§_(x—1)2+1>'

Den gitte differensialligningen er en separabel og linezer fgrste ordens differensialligning. Vi kan
lgse den ved for eksempel separasjon av variabler eller integrerende faktor.

Lgsning ved separasjon av variabler gir at

1 1_] dy _j dx
nly-11= y—1 ) x3—2x2+2x
—111 G - e - 24 2) 4 arce n)+c
=3 T D1 x—2 nx 2n(x x + 2) + arctan(x — 1)
VX 1 c
—lnm+§arctan(x—1)+§
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(der vi har brukt at |x| = x for x > 0) slik at

Kﬁe 1/2 arctan(x—1)

_ — 1,C
e = 1= (x2 —2x +2)V/4 " K =tet/2
Det vil si,
K\/}eyz arctan(x—1)
=1+ .
y(®) (x2 —2x +2)1/4
Fray(l) =0farviaty(1) =1+ K = 0, detvil si, K = —1.
Altsd er

\/}el/z arctan(x—1)
y) =1l- o
(x2—2x+2)
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Legg merke til at x® — 2x% + 2x = x(x? — 2x + 2) = x((x — 1)? + 1). Delbrgkoppspalting gir s4 at

3x* +2 3x2 42 _1+ 2x +2
x3=2x2+2x x((x—12+1) x (x—12+1

J 3x%+2 d_f 1+ 2x +2 p
Xoaxttoax T x (x=-12%2+1 x

(1 2x-2 4 ;
_I<E+(x—1)2+1+(x—1)2+1> x

=In|x| + In(x? — 2x + 2) + 4arctan(x — 1) + C.

slik at

Taylorpolynomet til f av grad 3 om a = 0 er gitt ved

n

2, Fm (0 1 1
P = > L@ n = o) 4 10+ 27 GO + 7Gx,

[ vart tilfelle er

, 2x
frx) = T+ % — 6w cosmx
, 2(1+x*) — 8x* 5 2 —6x* 5
f'(x) = W+6n sintx = m+6n sinmx
—24x3(1 +xH? - 8x3(2 — 6xH)(1 + x*
f"(x) = ( )(1 +x4()4 X ) + 613 cos mx

slik at f/(0) = —6m, f"(0) = 2 og f"(0) = 6m3. Siden f(0) = 0 har vi at

Py(x) = x(m3x? + x — 6m).

a) Legg merke til at

Inx
x‘Inx = —
x—C

er en ubestemt form av typen «oo/co» nar x — 0+ gittat c > 0.
L'Hopitals regel gir sa at

Inx ) x~1 x°

lim xInx = lim = lim — 7 = lim —— =0.
x-0+ x>0+ X~¢  x-0+ Ccx" ¢ x-0+ C

b) Delvis integrasjon med u(x) = Inx og v'(x) = x® gir at

1
J-xalnxdx =
a+

Dermed er
1 1 1 \]'
f x%Inxdx = lim x| lnx — ——
0 a-0+|a+1 at+1/f

_l- 1 + 1 a+11 — 1
e\ @+ D2 @+t ") T T @t e

x‘”llnx—ifx"‘dxzLx“’r1 Inx — ! +C
1 a+1 a+1 a+1 '
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der den siste likheten fglger fra grenseverdien vi fant i a).
Nira = —1saer

1 1 1
1 1
J x‘llnxdx=J udu = lim |zu?| =lim -(1-%)=-wx
0 © B 2 P B 2

der den forste likheten fglger ved a benytte substitusjonen u = In x.
Altsa divergerer integralet nar a = —1.

Sylinderskallmetoden gir at volumet av omdreiningslegemet er gitt ved

2 < 3x > 2 x2 2
V=27fo —+3-1 dx=37rf dx+47rf xdx
1 2Vx3 +3 1 Vx3+3 1

11
1 11
= —du+6rn=mn[2Vu], +6r=2n(1+V11
nL N u+6n 7'[[ u]4 T m( )

der den tredje likheten fglger ved 4 benytte substitusjonen u = x3 + 3.

Dette er en fgrste ordens lineaer differensialligning med p(x) = 4/xogq(x) = 5e*°*1415.La u(x)
veere en antiderivert til p(x), det vil si,

4
ulx) = fp(x) dx = f ;dx =4Ilnx =Inx*
hvor vi antar x > 0. Det gir at e#®) = eln** = x* glik at
d 4y] = (5 x5+1 15)x%
I [x y] = (5e + 15)x*.
Integrasjon med hensyn pa x gir sa
xty = f(Se"SJrl +15)x*dx = e’ +3x5 4+ C

slik at den generelle lgsningen til differensialligningen er

e+l 4 3x5 4 ¢
Y = ————
forx > 0.
Fray(1) =3 farviat
y1)=e*+3+C=3
slik at C = —e?. Altsd er lgsningen til initialverdiproblemet gitt ved
X+l 4 355 _ o2

x4

y(x) =

for x > 0.

@ La g(x) = f(x) — x. Vi gnsker a vise at det eksisterer minst én x € [0, 1] slik at g(x) = 0. Hvis
g(0) = O eller g(1) = 0 er det ingenting 4 vise. Anta derfor at g(0) # 0 og at g(1) # 0. Da fglger
det fra antagelsenomat 0 < f(x) < 1for0 < x < latg(0) > 0ogat g(1l) < 0.Siden g er en
kontinuerlig funksjon fglger det fra skjeeringssetningen at det eksisterer (minst én) ¢ € (0, 1) slik
at g(c) = 0. Altsa eksisterer det minst én x € [0, 1] slik at g(x) = 0.

Laa, = (=1)"/(2n + 1). Siden

n+2|

_langax .
p = lim ———— = lim

— x| =|x
n-oo  |@,x"t1| n-co 2n+3I = Ixl
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gir forholdstesten at potensrekken
D" i

2n+1
=0

n=

konvergerer dersom p = |x| < 1. Altsa er konvergensradien R = 1.

SO
2n+1 2n+1°
=0 n=0

n=

Laa,=1/2n+ 1) oglab, = 1/(n + 1).Siden

Lasax = —1.Daer

.oa, o n+1
lim — = lim =
n-o Py n—-oo Zn + 1

1
2

og den harmoniske rekken Z:;):o b, = Z:)=1 1/n divergerer (som fglger ved for eksempel integral-
testen), gir grensesammenligningstesten at

i 1
2n+1
n=0

divergerer.

Lasax = 1.Daer - -
D" e N D"
2n+1 4 2n+1

n=0 n=

Dette er en alternerende rekke der leddene er gittved a,, = (—=1)"*/(2n+1).Siden2n+3 > 2n+1
for allen > 0 fglger det at

1 1
= < =
Ol = 573 < gng1 1l
for allen > 0. Da vi ogsa har at lim,,_,, a,, = 0 folger det fra test for alternerende rekker at

konvergerer.

Altsa konvergerer potensrekken
D"

2n+1
=0

n=

forx € (—1,1].

a) Taylorrekken om a = 0 til f(x) = e* er gitt ved

[ee)
xm
3%
!
n=0

for alle x € R. Dermed er

[oe] 2 (oo}
Y /" N YD,
n! n!
n=0

n=0

for alle x € R.
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b) Buelengden til grafen til y = F(x) frax = 0 til x = 1 er gitt ved
1
5=J 14 F'(x)?dx.
0

Analysens fundamentalsetning gir at

F'(x) =Ve™*/2 -1
slik at L L
s=f J1+F'(x)? dx=f e /% dx.
0 0

Siden -
e—x2/4 — (_1/4)nx2n

n!
n=0

for alle x € Rharvi at

v, IO (—1/4)" o (—1/4) (1 o (—1/4)"
s=| e*/*dx= E V)l x*dx = E V)l x*dx = V) .
0 0o & n! : n! 0 0n!(Zn-I-l)
n= n= n=

Altsé har vi uttrykt s som en alternerende rekke. La
_ =yt
= n+ 1
og observer atlim,,_,,, a,, = 0 samtat 4"*1(n+ 1)!(2n+ 3) > 4™n!(2n+ 1) for allen = 0, slik

at |a,41| < |ay| for alle n = 0. Test for alternerende rekker gir sd at

_ =1/4"
- ) n!(2n+1)

konvergerer.

Las, = ZZ:O a,. Feilestimatet for alternerende rekker gir sa at

1
4 (n + 1)!(2n + 3)

Is = spl < lansql =

For & oppna gnsket ngyaktig i var tilnaerming til s md |a,,,| < 0.0005, det vil si, 4"*1(n +
D!(2n + 3) > 2000. Fra tabellen

n |0 1 2
4TI+ 1DI2n+3) [ 12 160 2688

serviat|a, 41| = |az| < 0.0005.
Dermed er

2
1 1 443

52=Zak=a0+a1+a2=l_ﬁ+ﬁ=ﬁ
k=0

en tilnaerming til s med feil garantert mindre enn 0.0005.
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