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Informasjon om eksamen!

Eksamen er en 4 timers skriftlig skoleeksamen – alts̊a oppgavene
besvares for h̊and p̊a egne ark. Eksamen teller 100 % av
karakteren.

Arkene blir skannet etter eksamen, og hvert ark må p̊aføres et
unikt nummer som du f̊ar utdelt p̊a eksamen.

For å lese oppgavene (hvor formelarket er inkludert) vil du måtte ha
med deg din egen PC med s̊akalt “Safe Exam Browser” installert.

Sjekk https://fsweb.no/studentweb for hva som gjelder for deg
spesielt (romtildeling osv.).



Informasjon om eksamen!

Insperia:



Informasjon om eksamen!

Du skal alts̊a ha med deg følgende ting til eksamenslokalet:

▶ Skrivesaker.

▶ Bestemt enkel kalkulator. OBS!!! Du kan bare ta med de
kalkulatorene som er listet opp!!!

▶ PC med Safe Exam Browser installert (husk strømforsyning!).

▶ Legitimasjon med bilde og fødselsdato (for eksempel førerkort,
bankkort eller pass) og vise den frem før du signerer p̊a
oppmøtelisten.

▶ Mat og drikke.

!!!Sjekk eposten din p̊a @stud.ntnu.no!!!



Nytt tema:
Differensialligninger
(kap. 7.9, 19.1-19.3

(2.10–2.11))
Forelesning uke 47



Nøkkelbegrep:

▶ Førsteordens differensialligninger

▶ Separable differensialligninger

▶ Integrerende faktor

▶ Eksistens og entydighet

▶ Eulers metode



Introduksjon


dy(x)
dx = f (x , y(x))

y(x0) = y0

Newtons avkjølingslov:
y ′ = k(y − T )

Naturlig vekst:
y ′ = ky

Logistisk vekst:
y ′ = ky(L− y)

Finansiell vekst:
y ′ = Ry + (C + Dx)



Hvordan løse førsteordens differensialligninger?
(kap. 7.9, 19.2 (2.10–2.11))

Se ogs̊a temavideo 31 og 32.
Separable differensialligninger

dy(x)
dx = g(x)h(y)

y(x0) = y0

Eksempel

I en vekstmodell for svin vil vi anta at dyrets vekt P = P(t) (i kg)
er P0 ved t = 0 og vokser mot en grense L. Det antas at
vekstraten (i kg/dag) p̊a ethvert tidspunkt er proporsjonal med det
antall kilo som svinet fortsatt kan legge p̊a seg. Kall
proporsjonalitetskonstanten k > 0.
Still opp en differensialligning for vekten P som funksjon av tiden t
og løs den.



Hvordan løse førsteordens differensialligninger?
(kap. 7.9, 19.2 (2.10–2.11))

Førsteordens lineære differensialligninger
dy(x)
dx + p(x)y = q(x)

y(x0) = y0

Gang med integrerende faktor,

e
∫
p(x)dx ,

og redusér problemet til en separabel differensialligning.



Eksistens, entydighet, numeriske løsninger (kap. 19.3)

I helt spesielle tilfeller kan vi klare å løse førsteordens
differensialligninger, dvs., vi finner en eksplisitt løsning y(x).

I de fleste tilfeller klarer vi ikke å finne eksplisitte løsninger.

Hva gjør vi da?



Eksistens, entydighet, numeriske løsninger (kap. 19.3)

yn+1(x) = y0 +

∫ x

x0

f (t, yn(t))dt

Eksempel

Løs 
dy
dx = 2x(1− y)

y(0) = 2

ved hjelp av picarditerasjoner.

Kan vi være sikre p̊a at picarditerasjonene alltid konvergerer?



Eksistens, entydighet, numeriske løsninger (kap. 19.3)

Teorem 19.3 (Eksistens og entydighet)

La f (x , y) tilfredsstille:

(i) Det finnes en konstant M slik at for alle x ∈ [a, b] og alle
y ∈ [c , d ] har vi at

|f (x , y)| ≤ M.

(ii) Det finnes en konstant L slik at for alle x ∈ [a, b] og alle
y , ỹ ∈ [c , d ] har vi at

|f (x , y)− f (x , ỹ)| ≤ L|y − ỹ |.

Da vil picarditerasjonene konvergere til en funksjon y(x) som løser
dy(x)
dx = f (x , y(x))

y(x0) = y0.

I tillegg er dette den eneste løsningen av initialverdiproblemet.



Eksistens, entydighet, numeriske løsninger (kap. 19.3)
Merk:

▶ y(x) er en løsning for x ∈ (x0 − ϵ, x0 + ϵ), der ϵ > 0.

▶ Hvis f (x , y) = g(y) og |g ′(y)| ≤ L for alle y ∈ [c , d ], vil vi
ved sekantsetningen (teorem 2.11) ha at

|g(y)− g(ỹ)| ≤ M|y − ỹ |,

for alle y , ỹ ∈ [c, d ].

▶ Initialverdiproblemet
dy(x)
dx = 3(y(x))

2
3

y(x0) = y0.

har to løsninger y(x) = x3 og y(x) = 0. Dette skjer fordi

g ′(y) =
d

dy
(3y

2
3 ) =

2

y
1
3

blir ubegrenset for y nærme y = 0.



Eksistens, entydighet, numeriske løsninger (kap. 19.3)

Under spesielle betingelser p̊a f (x , y) kan vi derfor garantere at det
eksisterer akkurat én løsning av initialverdiproblemet.

Finnes det en mer praktisk måte å finne disse p̊a?



Eksistens, entydighet, numeriske løsninger (kap. 19.3),
Eulers metode
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Eksistens, entydighet, numeriske løsninger (kap. 19.3),
Eulers metode
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Eksistens, entydighet, numeriske løsninger (kap. 19.3),
Eulers metode
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Eksistens, entydighet, numeriske løsninger (kap. 19.3),
Eulers metode
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Eksistens, entydighet, numeriske løsninger (kap. 19.3),
Eulers metode
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Eksistens, entydighet, numeriske løsninger (kap. 19.3),
Eulers metode

Eulers metode

yn+1 = yn + f (xn, yn)h, xn = x0 + nh, n = 0, 1, 2, . . .

Eksempel

Løs 
dy
dx = −2xy

y(0) = 1

n̊ar x ∈ [0, 1] med Eulers metode.


