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Alternativ for MTFYMA

3 Vi husker at 𝜑 : R→ R kalles konveks dersom

𝜑(𝑡𝑥1 + (1 − 𝑡)𝑥2) ⩽ 𝑡𝜑(𝑥1) + (1 − 𝑡)𝜑(𝑥2) (1)

for alle 𝑡 ∈ [0, 1] og 𝑥1, 𝑥2 ∈ R. I resten av oppgaven kommer 𝜑 til å være en kontinuerlig1

konveks funksjon.

Jensens ulikhet generaliserer (1) til flere punkter:

Teorem. Anta at 𝑛 ⩾ 1, og at 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ R. Da er

𝜑

(
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑡𝑖𝑥𝑖

)
⩽

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑡𝑖𝜑(𝑥𝑖) (2)

for alle 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛 ∈ [0, 1] som er slik at
∑𝑛

𝑖=1 𝑡𝑖 = 1.

a) Bevis følgende integralversjon av Jensens ulikhet:

Teorem. Anta at 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → R er en integrerbar funksjon. Da er

𝜑

(∫ 𝑏

𝑎
𝑓 (𝑥)𝑔 (𝑥) 𝑑𝑥

)
⩽

∫ 𝑏

𝑎
𝜑( 𝑓 (𝑥))𝑔 (𝑥) 𝑑𝑥

for enhver ikke-negativ, integrerbar 𝑔 : [𝑎, 𝑏] → R som er slik at
∫ 𝑏

𝑎
𝑔 (𝑥) 𝑑𝑥 = 1.

Hint: Benytt (2) på riemannsummer.

La 𝑃 = {𝑥𝑖}𝑛𝑖=0 være en partisjon av [𝑎, 𝑏], med seleksjonspunkter 𝑆 = {𝑠𝑖}𝑛𝑖=1. Vi
kan anta at ∥𝑃∥ er liten nok til at 𝑅(𝑔, 𝑃, 𝑆) > 0, siden

∫ 𝑏

𝑎
𝑔 (𝑥) 𝑑𝑥 = 1. Da finner vi

𝜑

(
𝑅( 𝑓 𝑔, 𝑃, 𝑆)
𝑅(𝑔, 𝑃, 𝑆)

)
= 𝜑

(
𝑛∑︁
𝑖=0

𝑓 (𝑠𝑖)
𝑔 (𝑠𝑖)Δ𝑥𝑖
𝑅(𝑔, 𝑃, 𝑆)

)
⩽

𝑛∑︁
𝑖=0

𝜑( 𝑓 (𝑠𝑖))
𝑔 (𝑠𝑖)Δ𝑥𝑖
𝑅(𝑔, 𝑃, 𝑆) =

𝑅((𝜑 ◦ 𝑓 )𝑔, 𝑃, 𝑆)
𝑅(𝑔, 𝑃, 𝑆)

ved å bruke (2). Lar vi nå ∥𝑃∥ → 0 i ulikheten finner vi det vi vil vise, siden

𝑅( 𝑓 𝑔, 𝑃, 𝑆) →
∫ 𝑏

𝑎
𝑓 (𝑥)𝑔 (𝑥) 𝑑𝑥, 𝑅((𝜑 ◦ 𝑓 )𝑔, 𝑃, 𝑆) →

∫ 𝑏

𝑎
𝜑( 𝑓 (𝑥))𝑔 (𝑥) 𝑑𝑥,

𝑅(𝑔, 𝑃, 𝑆) →
∫ 𝑏

𝑎
𝑔 (𝑥) 𝑑𝑥 = 1,

når ∥𝑃∥ → 0, og 𝜑 er kontinuerlig.

1Kontinuiteten kommer faktisk gratis for en konveks funksjon definert på et åpent intervall.
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b) Bruk Jensens ulikhet til å vise at ∫ 𝑥

0
𝑒−𝑡

2
𝑑𝑡 ⩾ 𝑥𝑒−𝑥

2/3

for alle 𝑥 ⩾ 0
Hint: Funksjonen gitt ved 𝜑(𝑥) B 𝑒−𝑥 er konveks.

Dette er klart sant for 𝑥 = 0, så la oss anta at 𝑥 > 0. Velger vi 𝜑(𝑡) B 𝑒−𝑡 , 𝑓 (𝑡) B 𝑡2

og 𝑔 (𝑡) = 𝑥−1 (konstant) har vi∫ 𝑥

0
𝑒−𝑡

2
𝑑𝑡 = 𝑥

∫ 𝑥

0
𝜑( 𝑓 (𝑡))𝑔 (𝑡) 𝑑𝑡

⩾ 𝑥𝜑

(∫ 𝑥

0
𝑓 (𝑡)𝑔 (𝑡) 𝑑𝑡

)
= 𝑥𝜑

(
𝑥2

3

)
= 𝑥𝑒−𝑥

2/3

fra Jensens ulikhet for integraler.

Bonusinfo

Bevis av (2). Dette er rett frem med induksjon på 𝑛. Basistilfellet er trivielt. Anta derfor at (2) alltid
holder når 𝑛 ⩽ 𝑘 − 1. Gitt {𝑥𝑖}𝑘𝑖=1 og {𝑡𝑖}𝑘𝑖=1 kan vi bytte indekseringen slik at 𝑡𝑘 < 1. Nå er

𝜑

(
𝑘∑︁
𝑖=1

𝑡𝑖𝑥𝑖

)
= 𝜑

(
(1 − 𝑡𝑘)

𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝑡𝑖
1 − 𝑡𝑘

𝑥𝑖 + 𝑡𝑘𝑥𝑘

)
⩽ (1 − 𝑡𝑘)𝜑

(
𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝑡𝑖
1 − 𝑡𝑘

𝑥𝑖

)
+ 𝑡𝑘𝜑(𝑥𝑘)

⩽ (1 − 𝑡𝑘)
𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝑡𝑖
1 − 𝑡𝑘

𝜑(𝑥𝑖) + 𝑡𝑘𝜑(𝑥𝑘)

=

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑡𝑖𝜑(𝑥𝑖),

der den første ulikheten er konveksitet, og den andre er (2) for 𝑛 = 𝑘 − 1. □


